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牌戲與數學 

一、搶 24 
計算 24點是腦力遊戲，規則簡單，每個學過數學加、減、乘、除四則運算的學生都能玩。

玩的次數愈多，愈會發現 1〜10的數字組合變化豐富，趣味無窮。 
遊戲的基本玩法是將一副樸克牌中的 J、Q、K牌拿掉，在剩下的 1〜10的 40張樸克牌

中隨意取出四張，把每張牌的點數用加、減、乘、除的方法，計算出答數 24。每張牌的點數
只能計算一次，不能重複。運算中可使用小括號和中括號。 
例如：6  6  2  10  =>  6 + 6 + 2 + 10 = 24 
   4  6  2  8   =>  248)24(6 =×−÷  
24點樸克牌遊戲既可以一人玩，也可以二人、三人、四人一起玩。二人玩時，每人各出

二張牌；三人玩時，可輪流每次由一人出兩張牌，其他二人各出一張牌；四人玩時，每人分

十張牌，每次隨意各出一張牌。在四人玩時，其中三人已叫好（算出答案），最後一個就是輸

者，必須把四張牌拿進。輸者在拿進前有權讓先算出的三人中任何一人回答解題方法。被叫

人須立即回答，不能再思考，如不能馬上回答就把這四張牌拿進；其他兩人不能代替回答，

誰回答誰拿進四張牌，遊戲以先將手中牌脫手者為勝。這裡特別強調的是四人必須統一時間

出牌，可由一人喊一、二、三，同時出手。 
 

計算 24點的基本方法 

(1) 最後一步成為 2483 =× ，例如：9  6  3  8    248)36(9 =×−÷  
(2) 最後一步成為 2464 =× ，例如：10  2  2  4   24)2210(4 =−−×  
(3) 最後一步成為 24122 =× ，例如：2  2  3  10   2422)310( =−×+  

利用以上三種基本方法及其衍生之許多解題的定式，可以說包括了計算 24點的絕大部份
解題方法。除了以上介紹的以外，其他還有一些解題方法，如全數相加和個別特殊的解題方

法： 
例 (1)：3  5  6  10     3 + 5 + 6 + 10 = 24 
例 (2)：7  7  2  1      242)177( =÷−×  
例 (3)：5  7  9  2      242975 =−−×  

 
相連數的計算方法 
玩搶 24點遊戲，經常出現四張牌中有二個數相連、三個數相連或四個數相連的情況，下

面分別來介紹出現相連數的計算方法。 
 

1. 二個相連數 
四張牌中經常會出現這種情況，機率最高。能熟練地運用二個數相連的計算規律，可大

大加快演算速度。 
(a) 二相連數看成 1，例如：8  7  8  2   248)278( =×+−  
(b) 二相連數可不作計算，例如：4  6  8  7   24)78(46 =−××  
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從上面的例子我們已經知道當四張牌出現任何一組二個數相連，而另二張牌是 3和 8，

或 4和 6時即可解。根據二相連數看成 1的原理，當四張牌有任何一組二個相連數而另二張
牌有下列情況時可解： 
 
例：8  9  7  3    243]7)89[( =×+−  
  8  9  9  3    243)]89(9[ =×−−  
  8  9  8  2    248)289( =×+−  
  8  9  8  3    243]8)89[( =××−  
  8  9  8  4    248)]89(4[ =×−−  
  8  9  3  6    246)389( =×+−  
  8  9  4  6    246]4)89[( =××−  
  8  9  5  6    246)]89(5[ =×−−  
  8  9  5  4    244)895( =×−+  
  8  9  7  4    244)]89(7[ =×−−  
上面各題中的一組相連數 8、9，可以換成其他任何一組二個相連數，解法均一樣。 
 
2. 三個相連數 
(a) 可看成三個相連數中最前面一個數 
例：4  5  6  6    24)56(64 =−××  

 (b) 可看成三個相連數的中間一個數 
例：2  3  4  8    24)234(8 =+−×  

 (c) 可看成三個相連數中最後面一個數 
 例：2  3  4  6    24)23(64 =−××  

(d) 可看成三個相連數中最前面一個數減去 1 
例：4  5  6  8    248)]56(4[ =×−−  
(e) 可看成三個相連數中最後面一個數加上 1 
例：3  4  5  4    244)534( =×+−  
 
從以上五例可以知道，當出現三個相連數時，既可以看成三個相連數中的任何一個，又

可以看成三個相連數前後的任何一個，換句話說，可以把三個數看作五個數中的任意一個。

例如出現 5、6、7三個數相連時，你即可以把它看成 4、5、6、7、8五個數中的其中一個，
這時如另一張牌是 3或是 4或是 6時，都可以計算成 24。 

 
另外，三個數相連還可用以下方法計算： 
(f) 可看成三個相連數中間一個數的二倍數 
例：2  3  4  4    2443)24( =××−  
(g) 可看成三個相連數中間一個數的三倍數 
例：6  7  8  3    (6 + 7 + 8) + 3 = 24 
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3. 四個相連數 
四個數相連出現的機率極少，一共只有七個組合，每個組合均可解，有的還有 2個或 3

個解法。 
例：1  2  3  4    244)321( =×++  
                244321 =×××  
  2  3  4  5    244)235( =×−+  
  3  4  5  6    246)345( =×+−  
 
相同數的計算方法 
玩計算 24點時，也經常出現二個以上相同的數。四張牌中的相同數有二個數相同、三個

數相同和四個數相同的情況，下面就其速算方法分別作一介紹。 
1. 二個數相同 
這種情況在四張牌中出現的機率略低於二個數相連，出現的頻率也非常高。 
(1) 二個相同數可看成 1 
例：5  5  2  8    248)255( =×+÷  
  7  7  3  6    246)377( =×+÷  
(2) 二個數相同看成 0 
例：7  7  3  8    24)55(83 =−−×  
  9  9  4  6    24)99(64 =−+×  
(3) 可看成二個相同數的和 
例：5  5  2  7    247255 =×++  
  4  4  2  6    2426)44( =÷×+  
(4) 可看成二相同數的乘積，數目較大時不宜採用。 
例：5  5  2  1    242155 =−+×  
    3  3  6  8    248)633( =×−×  
從上面的例子我們已經知道，當四張牌中出現任何一對數相同時，另二張牌如是 3和 8，

或 4和 6時即可解。並且根據二個相同數可以看成 1的道理，當四張牌中有二個相同數，而
另二張牌有下列情況時可解： 
例：9  9  7  3    243)799( =×+÷  
  9  9  9  3    243)999( =×÷−  
  9  9  2  8    248)299( =×+÷  
  9  9  3  8    2438)99( =××÷  
  9  9  4  8    248)994( =×÷−  
  9  9  3  6    246)399( =×+÷  
  9  9  5  6    246)995( =×÷−  
  9  9  7  4    244)997( =×÷−  
  9  9  6  4    244699 =××÷  
  9  9  5  4    244)599( =×+÷  
這裡，9、9一對相同數可以任意換成其他一對相同數，解法均一樣。 
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2. 三個數相同 
(1) 三個數相同可看成其中一個數 
上面已經講過，兩個數相同時可看成 0，同理，也可把三個相同數中的二個看成 0，留下

一個相同數和另一個數計算。 
例：3  3  3  8    2483)33( =×+−  
(2) 可以看成其中的 1個數加上 1 
例：7  7  7  3    243)777( =×÷+  
(3) 可以看成其中的 1個數減去 1 
例：5  5  5  6    246)555( =×÷−  
(4) 可以看成其中的 1個數 
例：3  3  3  8    248)333( =×÷×  
從上面例子可以知道，四張牌中出現三個相同數時，可看成三個不同的數。如出現 3個

7時，可看成 6、7、8，當另一個數是 3或 4時，應用此法就可解出。其他依次類推。 
3. 四個數相同 
四個數相同的機率較少，一共只有 10個。這些組合中，只有四個 3、四個 4、四個 5和

四個 6能夠求解，其餘的都沒有解。 
例：3  3  3  3    243333 =−××  

  4  4  4  4    244444 =++×  
 
1的活用 

在 24 點計算中，數字 1扮演著極為重要的角色。因為 1不僅可看成 1，用作與其他數字
相乘或相除還可看成 0 (不作計算)。1作為 1是奇數，作為 0時既不是奇數，也不是偶數。另
外，從正負數角度看，1可以看成三個數，即 1+ 、0、 1− 。因此可以說 1〜10的不同數中 1
是最具靈活性的數，是運算過程中的潤滑劑，換句話說，有 1出現的題目相對容易解答。 
例如：   8  8  2  1    241)882( =×+×  
    9  1  1  2    24)21()19( =+×−  
難題的速算策略 
所謂難題是相對而言的，一般是指四張牌中奇數較多或者是數字較大的情況。因為計算

時以搶時間、爭第一，大腦處於高度緊張狀態，在看到單數多和數字大時更為緊張，心裡慌

兮兮的，就會影響思路的展開。實際上難題與其它題目是一樣的，都只要通過三步運算就能

求得答案。例如：出現 3、5、7及 8時，一般先預留 3或 8不動，將 5、7、8或 3、5、7處
理成 8或 3，用 3乘於 8等於 24的方法。但這一步走不通時，就要穩住情緒，爭取時間，及
早改變思路。 
例如：3  5  7  8    24)58(73 =−+×  
     248375 =−−×  

    9  9  3  3    24)39()39( =÷−×  
      243939 =+++  

一題多解法 
現在我們來講一道題目多種解法的問題。一道題目，有的只有一種解法，有的甚至解不

出，但大多數的題目往往會有很多種解法，有的可達近十種。因此，在規定時間內，比解題
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列式的多少，更是一種高級的比賽方法。 
例如：1  2  3  8    24)28()13( =−×+  
     24)12(83 =−××  
     242)813( =×++  
  3  5  6  8    2483)56( =××−  
     246)35(8 =×−÷  
這理需要說明的是，一題多解是指不同的解題方法，如僅僅是四個數字或加、減、乘、

除四個符號前後移動換位，未作加、減、乘、除符號實質性改變的，不能作為一種新的解題

方法。 
例如：3  8  1  1    A    241183 =×××  
     B    241183 =÷÷×  
     C    241183 =÷××  
     D    241183 =−+×  
     E    248)113( =×+−  
     F    243)118( =×+−  
3、8、1、1的基本解法有以上六種，但如能把數字和加、減、乘、除符號前後移動換位

的話，那麼與 A式相應的就有： 248311 =××× 、 241831 =××× 、 248131 =××× 、

243181 =××× 、 241381 =××× 、 243118 =××× 。 
這些解題方法，都和 A式相同，僅僅是數字和符號前後移動，不應作為另一種新的解題

方法來計算。 
 
遊戲難易度的變化 
上邊講的是 1〜10範圍內的 40張牌，運用算術運算的“搶 24遊戲”。你也可以將遊戲

的方法改變一下，例如：將數的範圍擴大（含 J、Q、K三種牌色，其中 J作點數 11，Q作點
數 12，K作點數 13來計算。）；將運算的結果改成 12、36等等，甚至 1或 0。 
例如：J  8  1  5     24158J =×++  
  Q  2  3  4    24)34(2Q =−××  
  K  J  7  8    24)78(JK =−×+  
當然在範圍擴大的計算中，也可以運用相同數、相連數的一些速算規則，您可以參考先

前給的方法試試看，是否這些解題方法一樣可以套用呢？ 
 

 分數解題法與乘、開方之運用 
有時有些組合在運用前面所述方法仍不能求解，這時，學過分數、開方、乘方的同學，

還可以用分數的計算方法或乘、開方的方法來解決部份題型。但是，這一類的題目一般難度

很高，很需要動一番腦筋。 
例如：(1) 1   3   4   6      24)431(6 =÷−÷  
  (2) 3   3   8   8      24)383(8 =÷−÷  
  (3) 1   6   6   8      24)861(6 =÷−÷  
  (4) 2   4  10  10      2410)2104( =×+÷  
  (5) 2   5   5  10      24)1025(5 =÷−×  
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從例(1)到(3)的解題過程中可以發現，要在 ÷6 l和 ÷8 l中，找到
4
1
和

3
1
兩個分數，而這

4
1
和

3
1
是分別由 1、3、4和 3、3、8中巧算出來的。用分數來解題，必須熟悉以下能變程 24

的主要分數式，如： 

24
11÷ 、

12
12 ÷ 、

8
13 ÷ 、

6
14 ÷ 、

24
55 ÷ 、

4
16 ÷ 、

24
77 ÷ 、

3
18 ÷ 、

8
39 ÷ 、

12
510 ÷ … 

等等。 
 
對中學生來講，還可以利用乘、開方來解決一些四則運算不能解答的題目。具體的方法

是將一個組合中的四個數，抽出其中一個作為指數或根指數，並作一步運算，再加另外二步

運算，完成解答。例如： 
1   1   2   5      241152 =−×  
2   6   5   5      246552 =−+  
1   3   5   5      241553 =−÷  
3   3   7   10     243)710( 3 =−−  

3   3   3   8      ( ) 2438
33 =×  

3   4   8   8      ( ) 24688 3 =×−  
 

遊戲口訣 
當你熟練地掌握了基本方法和其他一些方法後，有時就會一看到四張牌就知道能解。 
24點的計算口訣： 

3、8、4、6最基本，2乘 12不可忘； 
相連相同都是 1，常見組合一百九； 
1經乘除看成 0，1是最佳潤滑劑； 
三位相連五個數，任君挑選變化多； 
最佳組合廿餘組，一見就好爭第一； 
思路轉換要靈活，切莫死鑽牛角尖。 

 
 
問題演練： 
用加、減、乘、除的計算方法，將下面四個數字組成答數為 24的等式。如果可能的話，

請找出不同的解答方法。 
 (1) 3  7  3  1   (2) 3  6  6  1   (3) 2  10  2  1 
 (4) K  J  10  Q   (5) 5  7  9  2   (6) 4  6  8  7 
 (7) 8  9  5  6   (8) J  Q  K  1   (9) 1  4  6  8 
 (10) 9  9  7  4   (11) 5  5  5  6   (12) 3  9  1  2 
 (13) 1  4  5  6          (14) 3  3  7  7          (15) 1  3  7  9 
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   二、洗牌 

在實際的世界中，事實上是存在有某些動作是在時間上不可回溯的。譬如在不經意中，

打散了一堆沙土，是不可能重新恢復到未打散前的狀態；但是，卻也有些存在奧妙的現象，

緊抓住我們的目光，譬如魔術師在舞台上賣弄著雙手靈活的技巧，台下的驚嘆聲、讚美聲不

斷地隨著他手中紙牌的變化產生！一副看似打散了的紙牌竟在手邊幾次洗牌後又回到最初它

們排列的次序。是魔術師的雙手夠巧、有神通，還是背後有些規則？ 
將一疊 52張的撲克牌，由上而下的排列方式共有 123505152 ×××××× Λ 種，這是一個

以數字 8為開頭的 68位數。 
在紙牌遊戲中，為求公平性與公正性，通常會在遊戲開始發牌時，對手邊的牌進行「洗

牌」的動作，使這些紙牌的排列規則避免掉人為的操作，引起一些不公平的作弊行為。那麼，

什麼是「洗牌」呢？可以這麼說，洗牌就是改變撲克牌排列的順序。 
所謂「洗牌」，是指：將一副牌一分為二，一半置於左手邊，另一半於右手，把它們依序

任意交錯合併為一疊。完成這樣一次動作稱為一次洗牌。 
 
思考問題： 

1. 能不能將一副牌經過適當安排，使得它經過一次任意的洗牌後，洗完牌後的這一疊牌由上
而下依序每兩張牌都是一紅一黑的花色？ 

2. 能不能將一副牌經過適當安排，使得它經過一次任意的洗牌後，洗完牌後的這一疊牌由上
而下依序每四張牌都有黑桃、紅心、方塊、梅花各一張？ 

 
專家洗牌法： 
將一副牌一分為二，一半置於左手邊，另一半於右手，由這兩疊牌依序各取一張牌互相

交錯把它們合併為一疊牌，稱為專家洗牌法。任意張數的一疊牌經過若干次的專家洗牌法洗

牌後，總可以使牌回復到原來的順序。 
 
專家洗牌法又分為外洗與內洗二種： 
一、外洗：將一疊牌進行洗牌，原先在最頂端（或最上層）的牌，經過洗牌後仍然在新

形成的一疊牌中的最頂端。也就是說，外洗是將任意張數將順序為 1, 2, 3, …, 2n 的 2n張牌
變成 1, 1+n , 2, 2+n , …, n, n2 ，即原先的後 n張牌分別移至第 2, 4, …,2n張，而前 n張牌，依
照原來順序排在奇數位置 1, 3, 5, …, 12 −n 。 

例如：1   2   3   4   5   6   à   1   4   2   5   3   6 
1   2   3   4   5    à   1   4   2   5   3  （右手較多張） 

 
二、內洗：將一疊牌進行洗牌，原先在最頂端（或最上層）的牌，經過洗牌後變成在新

形成的一疊牌中的第二張。也就是說，內洗是將任意張數將順序為 1, 2, 3, …, 2n 的 2n張牌
變成 1+n , 1, 2+n , 2, …, 1−n , n2 , n，即原先的前 n張牌移至第 2, 4, …,2n張，而其餘的 n
張牌，依照原來順序排在奇數位置 1, 3, 5, …, 12 −n 。 
例如：1   2   3   4   5   6   à   4   1   5   2   6   3 

1   2   3   4   5    à   3   1   4   2   5  （左手較多張） 
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下表為 2〜52張紙牌分別用外洗、內洗回復至原來順序所須的洗牌次數。 
 

所須的洗牌次數 所須的洗牌次數 
紙牌數 

外洗 內洗 
紙牌數 

外洗 內洗 

2 1 2 28 18 28 
3 2 2 29 28 28 
4 2 4 30 28 5 
5 4 4 31 5 5 
6 4 3 32 5 10 
7 3 3 33 10 10 
8 3 6 34 10 12 
9 6 6 35 12 12 
10 6 10 36 12 36 
11 10 10 37 36 36 
12 10 12 38 36 12 
13 12 12 39 12 12 
14 12 4 40 12 20 
15 4 4 41 20 20 
16 4 8 42 20 14 
17 8 8 43 14 14 
18 8 18 44 14 12 
19 18 18 45 12 12 
20 18 6 46 12 23 
21 6 6 47 23 23 
22 6 11 48 23 21 
23 11 11 49 21 21 
24 11 20 50 21 8 
25 20 20 51 8 8 
26 20 18 52 8 52 
27 18 18    

 
仔細觀察上表可發現： 
(1) 12 −n 張紙牌與 n2 張紙牌的外洗所須次數相同。 
(2) n2 張紙牌與 12 +n 張紙牌的內洗所須次數相同。 
(3) 取 2, 4, 8, 16, 32,… 2k 張牌，其外洗的次數為 1, 2, 3, 4, 5,… k；而內洗的次數為 2, 4, 

6, 8, 10,… 2k。 
(4) n2 張紙牌內洗所須次數與 22 +n 張紙牌外洗所須次數相同。 
(5) n2 張紙牌外洗所須次數 x滿足 )12(mod12 −≡ nx 。 
(6) n2 張紙牌內洗所須次數 x滿足 )12(mod12 +≡ nx 。 
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(7) 適當地合併使用若干次內洗與外洗，您總可以把任意位置的牌送到任意位置。 
 
例如：52張牌外洗，因為 )51(mod128 ≡ ，所以只須洗 8次即可回復原來的位置。 

 
如何用數學來描述洗牌的動作： 
為了有效地運用數學來描述洗牌動作，觀察 52張紙牌進行外洗及內洗的結果，可以歸納

得到下面結果： 
 
外  洗 紙  牌  次  序 位  置 
第 0次 1  2  3  4  5  6  7 … 51  52 n  
第 1次 1  27  2  28  3  29 … 13  39  14  40 … 26  52 )51)(mod12( −n  
第 2次 1  14  27  40  2 … 7  20  33  46  8  21  34  47  52 )51)(mod34( −n  
第 3次 1  33  14  46  27  8  40  21  2 … 52 )51)(mod1)1(2( 3 +−n  
… … … … … … … … … … 
第 k次 1 … … … … … … … … … … … … 52 )51)(mod1)1(2( +−nk  

   

內  洗 紙  牌  次  序 位  置 
第 0次 1  2  3  4  5  6  7 … 51  52 n  
第 1次 27  1  28  2  29  3 … 13  40  14 … 52  26 )53(mod2n  
第 2次 40  27  14  1  41  28  15  2 … 13 )53(mod4n  
… … … … … … … … … … 
第 k次 … … … … … … … … )53(mod2 nk  

 
此外，還有很多的方法可以將洗牌的流程表示清楚，這裡我們想到用矩陣來試一試。 

矩陣： 

4444434241

34333231

24232221

14131211

×


















aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

,  

64301070
112110
120111
220503

×


















, …., 

nn×






















=

100
000

00
0010

001

ΛΛ
ΟΜ

ΜΟΜ
Μ

ΛΛ

I  

矩陣的乘法運算： 
給定矩陣 A = (aij)mxn 與 B = (bij)nxk，在矩陣的運算中只有定義加、減法及乘法，並沒有給

除法運算做出定義。若我們以矩陣 C = AB 來表示矩陣 A與 B的乘積，則有 

kmmkm

k

knnkn

k

nmmnm

n

cc

c
ccc

bb

b
bbb

aa

a
aaa

×××


















=





































ΛΛ
ΜΟΜ
ΜΟ

Λ

ΛΛ
ΜΟΜ
ΜΟ

Λ

ΛΛ
ΜΟΜ
ΜΟ

Λ

1

21

11211

1

21

11211

1

21

11211

 

其中 cij = ai1b1j + ai2b2j + … + ainbnj. 
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怎麼會想到用矩陣呢？ 
 
我們知道，在矩陣的運算中，矩陣的行、列置換的動作可以用來將另一個矩陣或向量作

分量位置的互換，所以，我們想到將紙牌排成一列，表示成是一個 n×1 的矩陣，而任意洗牌

後的結果，紙牌數是不變量，會產生變化的是紙牌的前後排列次序，所以它也是一個 n×1 的

矩陣。利用單位矩陣 I（即主對角線元素為 1，其他元素為 0的矩陣，也就是說這個矩陣當 ji =

時，分量元素 1=ija ；當 ji ≠ 時，分量元素 0=ija ）進行行、列置換產生的基本矩陣與 n×1 的

矩陣的乘積，我們可用來表示紙牌在外洗、內洗後的結果。例如：取六張紙牌為一個 61× 的

矩陣：a (1, 2, 3, 4, 5, 6)，經過一次外洗後應該呈現 a (1, 4, 2, 5, 3, 6)，可以表示如下： 
 

第一次外洗： )6,3,5,2,4,1(

100000
001000
000010
010000
000100
000001

)6,5,4,3,2,1( =



























 

 

其中 66 × 的矩陣 X1 =



























100000
001000
000010
010000
000100
000001

（X1：1表示一次洗牌動作） 

就是將這六張牌做一次外洗牌的運算函數。取任何六張紙牌表示成 61× 的矩陣，都可以在矩

陣 X1的作用下得到它一次洗牌的結果。 
 
再將上述 61× 的矩陣(1, 4, 2, 5, 3, 6)在代入迭代式 a X1=a 中的 a，可以算出(1, 2, 3, 4, 5, 6)

經過二次外洗後所得的排列順序：a (1, 5, 4, 3, 2, 6)，因此可以發現 X2的表示法： 
 

2
1X = X2 =



























100000
000010
000100
001000
010000
000001

， (1,2,3,4,5,6)



























100000
000010
000100
001000
010000
000001

=(1,5,4,3,2,6). 

 
依此法可以得出三次外洗、四次外洗牌等等的各個矩陣表示。同理，一次內洗的矩陣可

以表示為 Y1，如下： 
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Y1 =



























010000
000100
000001
100000
001000
000010

 

所以(1, 2, 3, 4, 5, 6)的第一次內洗為： 

)3,6,2,5,1,4(

010000
000100
000001
100000
001000
000010

)6,5,4,3,2,1( =



























 

 
思考問題： 
前面提到，任意張數的一疊牌經過若干次的專家洗牌法洗牌後，總可以使牌回復到原來

的順序。所以對列向量 a (1, 2, 3, 4, 5, 6)而言，必定存在某一個正整數 n，使得這六張牌洗牌
n次後可以回到原來的順序，化成數學模式就是找出滿足下面等式的 n值： 
 

外洗： aXa =n
1 ，即 IX =n

1  
或 

內洗： aYa =n
1 ，即 IY =n

1  
 
對列向量 a (1, 2, 3, 4, 5, 6)而言，您能不能找出外洗與內洗所對應的 n值呢？ 
（提示： IX =4

1 ， IY =3
1 ） 

 

三、與數學有關的紙牌魔術 
A. 將一疊 10張紅心的牌和一疊 10張黑桃的牌面朝上併排放置，紅心放在左邊，黑桃放

在右邊。做以下的操作，同時用左手拿一張紅心，右手拿一張黑桃，不得翻面地各自放在這

二疊牌的前面。接著再各拿一張牌，但放置時左、右手交錯，即將紅心放到右手邊，黑桃放

到左手邊，然後的操作又是左、右手不交錯，左、右手交錯，…… 繼續上述的動作共 5次。
此時在左邊有 5張面朝上的紅心牌，及紅黑交錯的 5張牌；在右邊有 5張面朝上的黑桃牌，
及紅黑交錯的 5張牌。將這些交錯的牌合併在一起，然後左邊一張、右邊一張發牌，結果所
有 10張紅心牌都回到左邊，10張黑桃牌都回到右邊。 
再重複以上的動作，把 20張牌分成二疊紅、黑交錯的牌，將它們合併。然後把牌翻面，

左一張、右一張的發牌，將頭 10張牌翻面後放在桌上，它應該是紅心在左邊，黑桃在右邊。
接下來的 10張發牌時不翻面。 
把在紅心下的 5張牌與在黑桃下的 5張牌對調，您猜是否每疊牌各有 5張紅心、5張黑

桃？ 
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B. 任取十張紅心牌與十張黑桃牌，將它們合併在一起置於桌面上，何者在上，何者在下

無關。將它面朝下展開成扇形，請觀眾任意選其中的十張牌，並將所選的牌稍稍移向前，用

右手將被選中的牌由右至左仍保持面朝下，逐一抽出放到左手 (A)，然後合成一疊。同時也
將留在桌上的牌依序合成一疊 (B)。奇妙的事情發生了，由上而下從這二疊牌中每次各翻開
一張，竟然這二張牌的花色全都是一張黑桃、一張紅心。 
 
 
 
 
 
分開看 
 

 
將放在上面的牌反序 
 

 
C. 若 20張牌由上而下依黑紅，黑紅，… 排列，並要求觀眾依下列方式洗牌：將首二張

牌一起翻面放回原位，然後切牌。觀眾可以重複上述洗牌任意次。然後要求觀眾將這疊牌的

第一張放到這疊牌的最底下，把第二張放到桌上，接下來的一張放到最底下，再放下一張到

桌上…… 直到桌面上共有 10張牌為止（注意：最後這些過程不可以把牌翻面）。 
結果可發現在桌面上的牌，面朝上的牌都是同色，面朝下的牌為另一顏色。 

 
D. 剩下的 10張牌，要求再分成二疊，然後可將牌內洗或外洗任意多次，戲完後再翻過

面來，再洗牌任意多次，切牌，然後依照將第一張放到最底下，第二張放到桌上，第三張牌

放到最底下，…… 的規則操作，直到 10張牌都在桌上。您可以發現正面的牌都是同色，反
面的牌為另一顏色。 

合併後 

合併後 

分開後 

：表示面朝下 

選出的 10張牌 

上 

下 
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四、撲克（梭哈） 

 撲克也是一種使用 52張紙牌進行的紙牌遊戲，每一位玩家手上持 5張牌。所以從 52張
牌取 5張牌的可能組合數為 

960,598,2
12345

4849505152
5

52
=

××××
××××

=







=N  種 

其中，
!)!(

!
mmn

n
m
n

−
=








，意思是從 n張牌中任取 m張的組合數。 

拿到一個同花大順是指手邊的五張牌具有相同花色，而且點數分別為 Ace, King, Queen, 
Jack及 10點；一個同花順是指手邊的五張牌具有相同花色，而且為五張點數連續的紙牌（但
不是同花大順），這裡 Ace牌可以看成最大一張牌或最小點數。一個福祿是指這五張牌中有三
張同點數，另外二張也是同點數的一對牌；一個同花是指這五張牌都具有相同花色（但不是

同花大順或同花順）；一個順子是指這五張牌為五張點數連續的牌（但不是同花大順或同花

順），這裡 Ace牌可以看成最大的一張牌或最小的點數。 
 
下表列出某些牌色出現的機率： 

牌 色 次 數 比 率 機 率 勝 負 比 

同花大順 (royal flush) 4 
  649,739.0:1 

同花順 (straight flush)    81,216.5:1 

鐵 枝 (four of a kind)    4,164.0:1 

福 祿 (full house) 
   693.2:1 

同 花 (flush)    507.8:1 

順 子 (straight)    282.2:1 

三 條 (three of a kind) 
  0.0211 46.3:1 

放在桌上的牌，面朝上的牌都是同

色，面朝下的牌為另一顏色。 
：表示面朝下 
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二 對 (two pair) 
  

0.0475 20.0:1 

一 對 (one pair) 
  

0.423 1.366:1 

 
計算方式： 

(a) 福祿的形式為 XXXYY，X的點數可以為 A, 2, 3,…, Q, K，有 13種取法。同點數有 4張牌，

取 3張為 







3
4
。Y的點數可以為 A, 2, 3,…, Q, K中與 X不同的點，故有 12種取法。同點

數有 4張牌，取 2張為 







2
4
。因此取福祿的組合數為 .3744

2
4

12
3
4

13 =















 

(b) 一對的形式為 XXYZW， WZYX ≠≠≠ 。X的點數可以為 A, 2, 3,…, Q, K，有 13種取法。

同點數有 4張牌，取 2張為 







2
4
。Y的點數可以為 A, 2, 3,…, Q, K中與 X不同的點，故有

12種取法。同點數有 4張牌，取 1張為 







1
4
，Y共有 48412 =× 種取法。Z的點數可以為

A, 2, 3,…, Q, K中與 X、Y不同的點，故有 11種取法。同點數有 4張牌，取 1張為 







1
4
，

Z共有 44411 =× 種取法。W的點數可以為 A, 2, 3,…, Q, K中與 X、Y、Z不同的點，故有

10種取法。同點數有 4張牌，取 1張為 







1
4
，W共有 40410 =× 種取法。但是 X、Y、Z

與取出之順序排列無關，應除以 3!，因此取一對的組合數為 .
!3

)40)(44)(48(
2
4

13 







 

 

五、橋牌 
 橋牌是一種使用 52張紙牌進行的紙牌遊戲，每一位玩家手上持 13張牌。從 52張牌取
13張牌的可能組合數為 

600,559,013,635
13
52

=







 種 

然而，手邊所持 13張牌為同一花色的情形只有同為紅心，黑桃，方塊或同為梅花這四種，
所以拿到這種牌色的機率只有 

900,389,753,158
1

13
52
4

=









 

我們對於一些特殊的牌色，給一些特殊名稱。10、Jack、Queen、King或 Ace牌稱為大
牌，手邊拿到的 13張牌為三種花色的 Ace, King, Queen及第四種花色的 Jack, Queen, King及
Ace稱為十三大頭；拿到的 13張牌都為同花色的牌稱為十三張同花；拿到的 12張牌都為同
花色的牌（包含此花色的 Ace牌）及第十三張不是 Ace的其它花色的牌稱為 Ace帶頭十二張
同花；手邊拿到的 13張牌沒有任何一張大牌稱為全無大牌。 
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下表列出某些牌色出現的機率： 

牌 色 理 想 率 近似值 勝 負 比 

十三大頭 (13 top honors) 
  158,753,389,899:1 

十三張同花 (13-card suit) 
  158,753,389,899:1 

A帶頭十二張同花 
(12-card suit, ace high)   367,484,697.8:1 

全無大牌 (Yarborough) 
  1,827.0:1 

四張 Ace (four aces) 
  377.6:1 

九張大牌 (nine honors) 
  104.1:1 

 
計算方式： 

(a) A帶頭十二張同花的形式為 A + {2, 3, 4,…, J, Q, K}中的任意 11張牌 + X，X為任意不同
花色且不為 A的牌。從{2, 3, 4,…, J, Q, K}中取任意 11張牌，即從中取 1張不要，有 12
種方法，又其花色可以從 4種花色中取 1種，有 4種選法。X可以從剩下不同花色的 39
張牌中除去3張Ace的36張牌中選1張，共有36種方法，所以A帶頭十二張同花有 36124 ⋅⋅
種組合。 

(b) 九張大牌的形式為 9張大牌 + 4張非大牌，而大牌共有 20張，從中選取 9張有 







9
20
種方

法，剩下的 4張牌可從不是大牌的 32張中任選，有 







4

32
種方法。故九張大牌有 
















4

32
9
20

種組合。 
 

六、同花順與異花順 

若一疊紙牌有三種花色，每種花色各有三種號碼（1、2、3），則這疊牌共有九張牌。規

定手上的牌中若有三張牌有下列之一種情形： 

(a) 同花色，但號碼全不同； 

(b) 同號碼，但花色全不同； 

(c) 花色全不同且號碼也全不同； 

則可得分。試問最少要抽幾張牌才能保證可得分？ 
例如： 
 

 

 

 

 

 

1 
♠

♥ 
2 
♠

♥ 
3 
♠

♥ 

1 
♠

♦ 
2 
♠

♦ 
3 
♠

♦ 

3 
♠

♠ 
2 
♠

♠ 
1 
♠

♠ 

選擇虛線框內這 4張牌還不能得分，必須
再從虛線框外選 1張才能得分（不管選那
一張都一定得分），所以至少要選 5張牌才
能保證得分。 
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習  題 

1. 將 52張牌編號 1〜52號，正面朝上，然後將編號為 2的倍數的牌翻面，之後再將編號為 3
的倍數的牌翻面，再將編號為 4的倍數的牌翻面，…… 直到將編號為 52的倍數的牌翻面
為止。請問最後有那些牌正面著朝上？ 

2. 將一副有 52張牌的樸克牌由上而下依序取牌分發成為四疊：第一疊一張，第二疊一張，第
三疊一張，第四疊一張；第一疊一張，第二疊一張，……直到發完為止。然後把這四疊牌

合在一起，第一疊的牌放最下面，第二疊放在第一疊上面，第三疊再放在它們的上面，第

四疊放在最上面。接著把整疊紙牌翻轉過來，重複進行以上的操作（注意：分發牌的時候，

不可以把紙牌翻面）。請問至少需要進行以上的操作多少次才能使整副牌恢復原來的次序？ 
3. 將 13張黑桃牌由 Ace (A) 依序排到 King (K)，在每一張黑桃牌上面逐一放置一張紅心的
牌，使得每組兩張牌的點數和是完全平方數。這裡 Ace為點數 1，Jack為點數 11，Queen
為點數 12，King為點數 13。請證明這種安排只有唯一的一個解。 

4. 承上題，證明若改為點數 1〜14的牌，則有二個解。 
5. 用 4種花色 A、K、Q、J各一張，排成一個 44 × 的拉丁方陣。 
6. 一副牌 52張，第 9張牌經過外洗 5次後，位置在第幾張？內洗 10次後，第 1張牌是原來
的第幾張牌？ 

 

研究問題 

1. 將點數 1〜9的牌各 3張排成一列，使得相鄰兩張點數 1的牌中間只有 1張牌；相鄰兩張點
數 2的牌中間只有 2張牌；相鄰兩張點數 3的牌中間只有 3張牌；…… 相鄰兩張點數 9
的牌中間只有 9張牌。例如：181915267285296475384639743。試找出所有可能的排法。 

2. 承上題，若改為點數 1〜10的牌各 3張排成一列，結果為何？ 
3. 有 n張黑桃由 1〜n依序排列，在每一張黑桃牌上面逐一放置一張紅心的牌，使得每組兩張
牌的點數和是完全立方數。例如： 

 

♠ 1  2  3  4  5  6  7 
  ♥ 7  6  5  4  3  2  1   

8 8  8  8  8  8  8 
 

試求出在 50≤n 時，有那些 n可以符合以上的配對？ 
 

4. 若一疊紙牌有三種花色，每種花色有三種號碼（1、2、3），且每種號碼又有紅、藍、綠三
種顏色，每一種顏色又有三種不同的花邊。規定手上的牌中若有三張牌有下列之一種情形： 

(a) 花色、號碼、顏色、花邊有 n種相同，有 n−4 種不同， 41 <≤ n ； 
(b) 花邊全不同、顏色全不同、花色全不同且號碼也全不同； 
則可得分。試問最少要抽幾張牌才能保證可得分？ 

5. 試證明：當 4≥n ， 1−n 為質數時，n張牌經過 2−n 次外洗後，可以恢復到原來的順序。 
 


