
International Mathematics Tournament of Towns
環球城市數學競賽

2001 春季賽 國中組 高級卷  18 Mar. 2001
※ 每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。
1. 某公司有 10% 員工的薪水總額佔全公司薪水總額的 90%。這個公司有許多部門。請問

下述情況是否可能發生：每一個部門中任意 10% 員工的薪水總額不超過此部門所有員
工薪水總額的 11%？(三分)

2. 有三堆石子，每堆石子的總數分別為 51 顆、49 顆及 5 顆。每次操作我們都可以選擇
以下的兩種方式之一：(1) 若某堆石子的總數為偶數時，可以將此堆石子分為數量相等
的兩堆；或(2) 將任意兩堆石子合併為一堆。試問：經過有限次上述的操作能否將這三
堆石子分成 105 堆，且每堆只有一顆石子？(五分)

3. 點 A為 KMN∠ 內部的一個點，有一束光線由 A點射出後，先是碰到射線 MK上的 B 點，
經反射後再碰到射線 MN上的C 點，最後再經反射後回到 A點(光線的反射都依照入射
角等於反射角的規律)。試證： BCM∆ 的外接圓的圓心必落在直線 AM上。(五分)

4. 一個凸多邊形上有一些對角線，這些對角線將此凸多邊形分割成為許多三角形，且這
些對角線彼此只在凸多邊形的頂點有交點。我們在凸多邊形的每一個頂點寫上以這一
個點為頂點的三角形個數。現將這個凸多邊形的所有對角線擦掉，是否能夠根據凸多
邊形所有頂點上的數將原有的對角線重新劃出？(五分)

5. 在 88× 的方格棋盤的兩個相異格子內放上一個黑色棋子與一個白色棋子，這兩個棋子
共有 6364× 種不同的位置，已知每次可將一個棋子橫移或豎移至一個相鄰的空格上。
試問：
(a) 有沒有可能在兩個棋子輪流移動一步的方式下，使得這兩個棋子剛好在棋盤上所

有可能位置上出現一次？(三分)
(b) 如果兩個棋子不要求輪流只移動一步，而容許一個棋子移動若干步後再換另一個

棋子移動若干步，有沒有可能使得這兩個棋子剛好在棋盤上所有可能位置上出現
一次？(四分)

6. 令 AD、BE及CF 分別為 ABC∆ 的三個高，點 K、M 及 N 分別為 AEF∆ 、 BFD∆ 及 CDE∆
的垂心。試證： DEFKMN ∆≅∆ 。(七分)

7. 小華先從 10，11，…，99 這些二位數中任意挑選一個數後，再由小明來猜這個數。若
小明猜的數屬於下列三種情形之一：(i) 完全正確；(ii) 個位數是正確的，且十位數字相
差為 1；(iii) 十位數是正確的，且個位數字相差為 1，則小華說〝帥〞，否則就說〝遜〞。
( 例如：小華所挑的數字為 65，若小明說出 65、55、75、64 或 66 之一，則小華說〝帥〞，
否則小華就說〝遜〞。)
(a) 試證：在不超過 18 次猜測的限制下，小明沒有任何策略可以保證他能正確地推導

出小華所挑選的數。(二分)
(b) 在不超過 24 次猜測的限制下，請幫小明找一種策略可以保證他能正確地推導出小

華所挑選的數。(三分)
(c) 在不超過 22 次猜測的限制下，是否有一種策略可以保證小明能正確地推導出小華

所挑選的數？(三分)

《成績是取最高分三題的總和，考試時間五小時。》
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※ 每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。

1. 請找一個 2001 次的多項式 )(xP ，使得 1)1()( =−+ xPxP 對所有實數 x恆成立。(三分) 
2. 某次班上的慈善樂捐，林老師在結算時，發現在班上任意一群人數至少 5 人的學生

中，總可以找到不超過 20%的學生他們捐款總額至少佔這群學生中所有捐款總額的
80%。試證：班上有一位學生，他樂捐的錢至少佔全班捐款總額的 75%。(五分)

3. 令 AD、BE及CF 分別為 ABC∆ 的三個高，點 K、M 及 N 分別為 AEF∆ 、 BFD∆ 及 CDE∆
的垂心。試證： DEFKMN ∆≅∆ 。(五分)

4. 設 A和 B 為兩個 nm× 的方格表。在 A和 B 的每個方格內填上0 或1，使得每一列的數
字從左到右都是遞增的，且每一行的數字從上到下也都是遞增的。已知方格表 A和 B
中數字1的總數相同，在方格表 A中由上到下的前 k列中所有數字之和不小於方格表 B
中由上到下的前 k 列中所有數字之和，其中 mk ,,2,1 L= 。試證：在方格表 B 中由左
至右的前 i 行中所有數字之和不小於方格表 A中由左至右的前 i 行中所有數字之和，其
中 ni ,,2,1 L= 。(五分)

5. 在象棋比賽中，每位選手都和其他參賽選手剛好比賽一場。在每一場比賽中，贏的人
可以得到 2 分，輸的人得到 0 分，雙方平手則各得到 1 分。
(a) 下面的情形是否可能發生：對每一位選手，〝贏他的所有選手的得分之總和〞大

於〝輸給他的所有選手的得分之總和〞？(四分)
(b) 下面的情形是否可能發生：對每一位選手，〝輸給他的所有選手的得分之總和〞

大於〝贏他的所有選手的得分之總和〞？(四分)
6. 試證：存在有 2001 個凸多面體，在它們之中任意三個都沒有公共的交點；任意的兩

個凸多面體都有公共的交點，這些交點都在凸多面體的表面上，但不在凸多面體的內
部。 (八分)

7. 將一些盒子排成一個圓圈，每個盒子內裝有若干個球 ( 也有可能是空的 )。我們作以
下的操作：從某個裝有球的盒子內拿出所有的球，依順時針方向依序將球放入後面的
盒子內，每一個盒子內只放入一顆球，直到放完為止。
(a) 如果每次操作完後，下一次的操作都從上一次操作的最後一顆球所放入的那個盒

子開始，依此方法繼續操作下去。試證：經過有限次的操作後 ( 至少一次 )，每
一個盒子內的球數都與最初的球數相同。(四分)

(b) 下面敘述是否為真：〝如果每次操作都可以選擇從任何一個有球的盒子開始，則
無論最初盒子內的球怎樣分配，任何其他的分配都能出現〞？ (四分)

《成績是取最高分三題的總和，考試時間五小時。
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