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1. 點 A、B為整係數多項式函數的圖形上的相異兩點。若點 A、B的兩個座標都是整數，且

線段 AB的長也是整數，試證直線 AB平行於 x軸。 (四分) 
解： 
1°  設 A( 11, yx )，B（ 22 , yx ）為整係數多項函數 ( ) 01
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    3° 因此 2
21 1 KxxAB +−= 。由題意可知 1＋K 2為一整數 H的平方。 

    4° 若 1＋K 2＝H 2，則可得 K＝0，H＝1。 

    5° 故 ( ) ( ) 021 =− xfxf ，即 ( ) ( ) 2211 yxfxfy ===  ，由此知直線 AB 平行於 x軸。 

 

評分標準： 

01. 寫出 ( ) ( ) ( )( )221
2

21 xfxfxxAB −+−= ，1/7 分 
02. 驗證 ( ) ( )21 xfxf − ( )Kxx 21 −= ， Ζ∈K ，1/7 分 

03. 證出 2
21 1 KxxAB +−= ，3/7 分 

04. 說明 K＝0，1/7 分 
05. 說明直線 AB 平行於 x軸，1/7 分 
 

2. 設圓 C1與圓 C2之圓心分別為點 O1 與 O2，通過圓 C1上一點 P向圓 C2所作的二條切線分

別再交圓 C1於點 A及點 B。若 O2在圓 C1上，試證直線 AB與直線 O1O２互相垂直。 
(五分) 

解： 
1° 直線 PC與直線 PD切圓 C2於 C，D， 
故∠DPO2＝∠CPO2。 

              因此對圓 C1而言，∠BPO2＝∠APO2， 

       即    ∠AO1O2＝∠BO1O2 

       故     弧 A O2＝弧 O2B， 
可得 線段 A O2＝線段 B O2 

2° 因線段 A O1＝線段 B O1且線段 A O2＝線段 B 
O2，所以◇A O1 B O2為鳶形，也因此直線 AB



 
與直線 O1 O2互相垂直。 

 

評分標準： 
01. 驗證線段 A O2＝線段 B O2，5/7分 
02. 說明◇A O1 B O2為鳶形而得到直線 AB與直線 O1 O2互相垂直，2/7 分 

03. 只寫出線段 A O1＝線段 B O1，1/7分 
04. 未驗證線段 A O2＝線段 B O2而直接說◇A O1 B O2為鳶形所以直線 AB與直線 O1 O2互相

垂直，2/7 分 

 

3. 有分別寫上數 1，2，3，…，25的紙牌各一張，甲、乙二人依下列規則玩遊戲： 
(1) 由某人開始任選一張牌，另一人決定將此張牌分給誰； 
(2) 從第二次開始，則由二人中所得到牌上的數之總和較大者先選牌(若二人總和相

同，則由上次先選牌者繼續選牌)； 
(3) 取完所有牌後，二人中所得到牌上的數的總和較大者勝。 

如果由甲先選牌，是否能保證甲一定會贏？ (五分) 
 
解： 
    不行。甲先選牌之後，乙可以決定是否拿牌。如果有一個方法可以保證先拿牌必贏，則 

乙必決定先拿牌使甲輸掉遊戲。如果沒有方法可以保證先拿牌必贏，則乙可以讓甲先拿 

牌。故不能保證甲一定贏，而乙可以保證一定贏。 

 

4. 對於任意正整數 m，定義 f 1(x)=f (x)且 f m(x)=f (f m-1(x))。請問是否存在一個二次多項式 f (x)，
對於任意正整數 n，使得方程式 f n(x)=0恰好有 2n個兩兩相異的實根？ (六分) 

解： 
    存在。 

取 ( ) 22 −= xxf 。當 ( ) 0=xf ，可得 2±=x 。驗證對於每一個 ( ) 01 =+ xf n 的根都是 

nn rr ±±=+ 21 的型態，其中 nr 為 ( ) 0=xf n 的根。事實上， 
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所以 1+nr 為 ( ) 01 =+ xf n 的根。又因為 ( ) 01 =+ xf n 根的數目為 ( ) 0=xf n 根的數目的兩倍， 

因此 1+nr 就是 ( ) 01 =+ xf n 全部的根。 

     接下來我們將用數學歸納法來求證對所有的 n而言， nr± 都是實數以及 2<nr 。 

     當 1=n 時， 21 ±=r 命題成立。 

     假設 1≥n 時命題成立，即 2<nr ，可知 02 >± nr 。故 nn rr ±±=+ 21 為實數。而因 

422 <+≤± nn rr ，所以 21 <+nr 。由此可知命題成立。 

因 2± 為相異兩數，故可再由數學歸納法來證得 ( ) 0=xf n 有 2n個兩兩相異的實根。 

 
5. 一個正二十面體及一個正十二面體的內切球半徑相等，試證它們的外接球半徑也相等。

(註：一個正二十面體有 20個正三角形的面，每個頂點有 5個面在此交會，交於同一個稜

的任意二個面的交角都相等；一個正十二面體有 12個正五邊形的面，每個頂點有 3個面
在此交會，交於同一個稜的任意二個面的交角都相等。) (七分) 
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解： 
    設 O為正二十面體的外接球心，C是其中一面正三角形 T的中心
以及 A是 T的一個頂點。則這一個正二十面體的外接球半徑為 OA以
及內切球的半徑為 OC。現在將此正二十面體上所有相鄰的正三角形的
中心連接而得到一個對偶的正十二面體，則 C是這個正十二面體其中
一個頂點且有三個面在此交會，而這三個面中有一個面的中心 B 會落

在 OA上。右圖為，A，B，C，O之間位置的示意圖。而此正十二面體
的外接球半徑是 OC以及內切球半徑為 OB。 
觀察△OCA和△OBC，因 OC皆為這兩三角形的鄰邊，∠COB＝

∠AOC及∠OCA＝90°＝∠OBC，所以這兩個三角形為相似三角形，可

得
OC
OB

OA
OC

= ，也就是正二十面體和正十二面體的外接球半徑與內切球

半徑的比相同。因此當正二十面體和正十二面體的內切球半徑相同時，外接球半徑也相同。 

 
6. 在 8×8的方格表內放置一個棋子，這個棋子每次只可以朝水平或鉛直方向走一格到鄰近的
小方格，且每個小方格只能通過一次，當它走過此方格表上所有小方格時，我們稱之為它

走一條完整路徑。設 A是此方格表左下角的小方格，B此方格表左下角 2×2區域的右上角
位置的一個小方格。試證這個棋子由 A出發所能走的完整路徑的數目要比由 B出發所能走
的完整路徑的數目多。 (註：A在(8, 8)位置，B在(7, 7)位置。) (七分) 

 

解： 
    除了 A和 B，我們在左下角 2×2 的區域中再標出
Y 和 Z，如右圖所示。而右圖為一個從 A 到 Z 的完整

路徑。我們可以觀察到若是將此方格表看成西洋棋盤

的一部份，則 A和 B是顏色相同的兩格而且兩種顏色

的格子一樣多，而如題意的移動規則，每移動一次棋

子所在位置的方格顏色就會交換，因此不存在一個路

徑可以從 A開始在 B結束或是從 B開始在 A結束。 

 

    對於從 B開始的完整路徑而言，因為不可能在 A
結束，所以走到 A的時候必定介於 Y和 Z的中間。 

假設有一從 B開始的完整路徑棋子是先走到 Y，

則這個路徑可得到一個相對應從 A開始的完整路徑： 

先從 A走到 Y，再逆著原本從 B走到 Y的方式走到 B，然後再移動到 Z，接著依照原本從

B開始的完整路徑走到 Z之後的方式走完。 

同樣的方法，如果有一從 B 開始的完整路徑棋子是先走到 Z，則這個路徑一樣可找到一

個相對應從 A開始的完整路徑： 

先從 A走到 Z，再逆著原本從 B走到 Z的方式走到 B，然後再移動到 Y，接著依照原本從

B開始的完整路徑走到 Y之後的方式走完。 

    由以上的討論可知從 B 開始的完整路徑數目不會多於從 A 開始的完整路徑。而利用以上

方法找出的從 A 開始的完整路徑是跟從 B 開始的完整路徑有著相同的終點，但上圖這一個從

A 開始的完整路徑是在 Z 結束，但是我們卻找不到一個用上述方法相對應的從 B 開始的完整

路徑而且是在 Z 結束的。因此由 A 出發所能走的完整路徑的數目要比由 B 出發所能走的完整

路徑的數目多。 

 

 



 

7. 在空間中有 200 個相異點，任二點都有線段相連，且任二條線段互不相交或只相交於端

點。小田在每條線段都塗上一種顏色，總共塗了 k種顏色。小英欲將這 200個點也都各塗
上這 k種顏色中的一種，使得每一條線段的兩個端點所塗的顏色至少有一個與此線段所塗

的顏色不同，無論小田如何塗色，  
(1) k=7； (四分) 
(2) k=10(四分) 
請討論小英是否保證能達成目的？ 

解： 
（1） 不能保證。 

    我們先忽略其中 72 個點以及這些點跟剩下 128 個點所連接的線段。 
a.將這 128 個點分成 64 對，將每一對的兩點連接並將連接線段塗上紅色。 

b.再將這 64 對分成 32 組，每組兩對 4 點。在每一組裡，將在不同對裡的點所連成的線

段塗成藍色。 

c.將這 32 組兩兩一組分成 16 堆，每堆兩組 8 點。再將每堆裡不同組的點所連接而成的

線段塗上黃色。 

d.繼續將這 16 堆分成 8 類，每類兩堆 16 點。每類裡不同堆的點連接所形成的線段塗上

綠色。 

e.將這 8類分成 4群，每群兩類 32 點。將每群裡不同類的點所連接形成的線段塗上橘色。 

f.最後再將這 4個群分成兩個集合，每個集合 2群 64 點。把每個集合裡不同群的點所連

接形成的線段塗上紫色。 

g.將不同集合間的點所連接而成的線段塗上黑色。 

   如此一來，共塗了 7種顏色且小英沒辦法在每一個集合裡都有黑點，所以有一個集合沒有

黑色點。現在觀察這一個沒有黑色點的集合，小英也沒辦法在每個群裡都有紫色點，因此有

一個群沒有紫色點。再來觀察這一個沒紫色點的群，同理，會有一類沒有橘色點。接下來看

沒有橘色點的這一類，同理，會有一堆沒有綠色點。繼續觀察沒有綠色點的這一堆，會有一

組沒有黃色點。再來看沒有黃色點這一組，會有一對沒有藍色點；而這一對，由以上的討論

可知不會有黑色，紫色，橘色，綠色，黃色以及藍色，因此這一對裡的兩個點都是紅色且連

接的是紅線。所以此種分法小英無法達到她的目的，故無法保證。 

 

   （2）不能保證。 

    這次只要考慮 121 個點即可。我們考慮一個在模 11 之下的有限幾何空間。給予每一個點

一個座標（i,j），其中 i和都是介於 0到 10 的正數。如果兩點的橫座標相同，則連接的線段

是垂直線；如果縱座標相同，則連接的線段就是水平線。如此一來，除了水平線或垂直線外，

每點的連線線段的斜率 m都是介於 1到 10 的整數。相同斜率 m的線段塗上相同的顏色，不同

的 m 有不同的顏色，而為了方便起見，把斜率 m 時塗上的顏色稱做 m 色。現在小英要把 121

個點塗上 10 個顏色，由鴿籠原理可知，一定有一個顏色至少有 13 個點，假設這個顏色為 m

色。而在這個我們所考慮的幾何空間裡，斜率 m 的線會有 11 條且剛好經過 11 個點。再次根

據鴿籠原理，這 13 個 m 色的點裡至少會有 2個點是在同一條斜率 m的線上，這樣我們就得到

了一條塗了 m色的線段是由 2個 m色的點連接的。 

 
 

 


