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1. 在 8×8 方格表的小方格內放置黑色或白色的棋子，每個小方格內至多只能放

一個棋子，使得每行且每列白色棋子的數量都是黑色棋子的數量之 2 倍。在

滿足上述條件的所有放置方法中，請問如何放置白色棋子和黑色棋子才能使

得棋子的總數量最多？（三分） 

【參考解法】 
因為每行白色棋子的數量都是黑色棋子的數量之 2 倍，故每行棋子的數量一定

是 3 的倍數；又因每行都有 8 格，所以每行棋子最多只能有 6 個。此方格表共有

8 行，因此棋子的總數最多為 48 個。如下圖所示，48 個棋子是可以完成的： 
● ● ○ ○ ○ ○

● ○ ○ ○ ○ ●

○ ○ ○ ○ ● ●

○ ○ ○ ● ● ○

○ ○ ● ● ○ ○

○ ● ● ○ ○ ○

● ● ○ ○ ○ ○

● ● ○ ○ ○ ○ ○

【評分標準】 

(a) 證明 6×8＝48 最多，
3
7
分 

只給答案，
1
7
分 

(b) 構造正確的例子，
4
7
分 

2. 在黑板上寫下兩個實數：1 與 x（其中 x 不是整數）。允許下列操作： 

(1)  可以寫下一個等於黑板上任意二個數之和或差的數。 
(2)  可以寫下一個黑板上任意一個數的倒數。 

請問能不能進行有限次上述操作後可以寫下 2x ？（四分） 
【參考解法】 

可先寫下 x＋1 與 x－1。接著可寫下
1

1x +
、

1
1x −

 以及這兩數之差 2
2

1x −
。因此可

得其倒數
2 1
2

x −
。可再作一次

2 1
2

x −
使黑板上有兩個

2 1
2

x −
，將這兩個

2 1
2

x −
相加

即得 2 1x − ，最後再加上原有的 1 便可得到 2x 。 



 

【評分標準】 

1. 寫出
1

1x −
、

1
x
、

1
1x +
其中 2 個，

2
7
分 

2. 寫出
1

1x −
－

1
x
計算正確，

2
7
分 

3. 寫出
2 1
2

x −
，要註明作 2 次，

2
7
分（未註明作 2 次，扣

1
7
分） 

4. 導出 2x ，
1
7
分 

3. 已知有一個三角形的二個邊上的垂足及第三邊上的中點構成一個正三角形。

請問是否可以保證原來的三角形是正三角形？（四分）                                       
（註：三角形三個邊上的垂足是指從三角形的頂點作到對邊的垂線與此對邊

之交點） 

【參考解法】 
令△DEF 為正三角形。如圖，以 D 為圓心 DE 為

半徑作半圓，其中該半圓中的直徑 BC 垂直 DE，
點 F 與點 B 之距離小於與點 C 之距離。因 DF＝
DE，故點 F 在半圓的圓周上。延長線段 BF 與線

段 CE，取兩條延長線的交點為 A 點。因為∠BEC
＝90°＝∠BFC，故 BE 與 CF 為△ABC 的兩條高，

即 E、F 分別為 AC、AB 上的垂足；因 BD＝CD，

D 為△ABC 的 BC 邊之中點。但因 A 位於 CE 的

延長線上且 DE 為 BC 的中垂線，故 AB＜AC，即

△ABC 不是正三角形。 

【評分標準】 

(a) 給出反例，
4
7
分 

(b) 論證給出的例子皆滿足條件且不是正三角形，
3
7
分 

4. 在 29×29 的方格表內填入正整數 1、2、3、…、29，每個小方格內只能填入

一個數，這二十九個數都恰好被填入 29 次。已知一條主對角線方格的上方所

有小方格內的數之總和恰好是它的下方所有小方格內的數之總和的三倍。請

問在此方格表正中心的小方格內所填入的數是什麼？（五分）                                        
(註：主對角線方格的上方及下方的所有小方格並不包括主對角線上的方格) 

【參考解法】 
可知在主對角線上共需填上 29 個數，在主對角線上方與下方則各需填上 29×14
個數。因此在填入主對角線上方小方格內 29×14 個數的所有方法中，總和的最

大值為 29(16＋17＋18＋…＋29)＝29×7×45；而在填入主對角線下方小方格內

29×14 個數的所有方法中，總和的最小值為 29(1＋2＋3＋…＋14)＝29×7×15。此
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時可發現前者恰為後者的三倍，因此所有能填的數中，所有的 16 到 29 共 29×14
個數都必須填在主對角線上方並且所有的 1 到 14 共 29×14 個數都必須填在主對

角線下方，否則主對角線方格的上方所有小方格內的數之總和將不小於它的下

方所有小方格內的數之總和的三倍，換言之，主對角線上的數都必須是 15，故

正中心的小方格內必須填入 15。 
【評分標準】 
(a) 只給答案或理由錯誤，不給分。 
(b) 算出主對角線方格的上方所有小方格內的數之總和的最大值及下方所有小

方格內的數之總和的最小值，
3
7
分 

說明因上方數之總和的最大值與下方數之總和的最小值的比為 3：1，因此答

案為 15， 4
7
分 

(c) 直接構造出 3×3、5×5、7×7 的情況而推得 29×29 時為 15， 1
7
分 

(d) 直接舉例或構造出來並算出上方所有小方格內的數之總和與下方所有小方

格內的數之總和，但未說明此時恰為最大值與最小值，
4
7
分 

(e) 僅由 1 組 1+2+3+…+14：16+17+18+…+29＝1：3 而得到 15， 1
7
分 

(f) 直接取對角線全為 15，而此時其餘方格內的數之總和恰可分為 3：1 兩個部

分，而未討論是否真的存在這種填法，
1
7
分 

(g) 直接舉例但未算出上方所有小方格內的數之總和與下方所有小方格內的數

之總和，
2
7
分 

5. 一位魔術師的眼睛被矇住，手上拿著編號為 1、2、3、4、5 的五張牌。魔術

師請觀眾任意抽取兩張牌，然後將剩下的牌交給他的助手。助手再從這三張

牌中挑選出兩張牌，並請其他觀眾依任意順序唸出助手所選出的牌之編號。

請問魔術師與助手之間如何事先約定一些數學策略，使得魔術師能萬無一失

地準確猜出觀眾手上兩張牌的編號？（五分） 
【參考解法】 
如圖，魔術師與他的助手可事先約定將 1 到 5 的數字以順時針方

向依序排列在一個圓上，且將 1 看成排在 5 後面。若觀眾抽選到

兩張編號連續的牌，則助手可挑選圖中排列在這兩張牌之後的兩

張編號連續的牌，例如觀眾抽到 3 與 4，則助手可選 5 與 1；若觀

眾抽選到兩張編號不連續的牌，則助手一樣挑選圖中分別排列在

這兩張牌之後的兩張牌，例如觀眾抽到 3 與 5，則助手可選 4 與 1。則魔術師可

藉此策略判斷觀眾抽中的牌，例如魔術師知道助手選擇兩張編號連續的牌，例

如 2 與 3，則可得知觀眾抽出 5 與 1；當魔術師知道助手選擇兩張編號不連續的
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牌，例如 2 與 5，則可得知觀眾抽出 1 與 4。 

【評分標準】 
(a) 

1. 訂出若（a, b）不連續時拿出（a+1, b+1）之策略，（a－1, b－1）亦可，
2
7
分 

2. 訂出若（a, a+1）時拿出（a+2(mod 5), a+3(mod 5)）之策略， 

（a－1(mod 5), a－2(mod 5)）亦可，
2
7
分 

3. 聲明此時是 1 對 1，故魔術師可倒推知，
3
7
分 

(b)若硬訂出十種對應方式且為 1 對 1，但無規則且不說明魔術師之方式，
3
7
分 

若硬訂出十種對應方式且為 1 對 1，但無規則且有說明魔術師之方式，
5
7
分 

(c)若訂出其他有規律的方式，
4
7
分 

    再強調出 1 對 1 及魔術師之對應策略，再得
3
7
分 


