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※每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。 
 

1. 有十個完全相同的容器，它們都各裝有一些牛奶，但總量不超過一個容器的

容量。這些容器上都有非常細密的刻度，可以百分之百地精準顯示容器內牛

奶的容量。現只允許進行以下的操作：任選一個容器，將其中的一些牛奶等

量地倒入其它所有的九個容器之中，以上的步驟稱為一次操作。請證明：只

需進行不超過十次的操作即可使所有容器內的牛奶都等量。（四分） 
【參考解法 1】 

假設 10個杯子分別裝有 1a 、 2a 、…、 10a 的牛奶，依序將第 i 杯分
10

ia
到其餘九

個杯子，經過十次分裝每個杯子都有 1 2 10

10

a a a+ + +⋯
的牛奶，即達成條件。 

【參考解法 2】 
將十杯牛奶照多寡排列，最大杯裝有 1a ，餘下類推。現在採用調整的方法，

由於第九杯不少於第十杯，所以必可以用一次操作將兩杯調成一樣。具體方法

是將第九杯分 9 10

10

a a−
到每一杯。注意到調整後第九杯和第十杯一樣了，而第八

杯原先就不少於第十杯，經過操作後，兩杯加上來自第九杯相同的量後，自然

仍不少於，於是比照前面步驟我們可將第八杯調成跟第九與第十杯一樣。重複

做九次調整十杯牛奶就會一樣多，即達成條件。 
【評分標準】 

1. 提出一種實際可行的操作方式，
5

7
 

2. 證明該方法可行並且能夠達成目的，
2

7
 

2. 小克有 1000個完全相同的小正立方體。將每個小正立方體中的一雙相對的面

上塗成紅色，另一雙相對的面上塗成藍色，最後一雙相對的面上塗成白色。

小克將這些小正立方體拼成一個 10×10×10的大正立方體，使得任何兩個小正

立方體相接觸的面之顏色都相同。請證明大正立方體必定有一個面上全為同

一種顏色。（六分） 
【參考解法】 

首先，對於某一長條（如下圖），它們的接面顏色和最外兩側的顏色皆相同。 
 
 
 
  

R 

R 
R R R R R 



 

故對於大正立方體上表面上如圖一的三個小方格，都

可由上述的性質得到這三個小方格的顏色必不相同，因

為這三個小方格對應到某一個小正立方體的三個面。 
假如大立方體的三個表面都分別只有一個顏色，那麼

證明便結束了。否則，我們可以找到一個面上有兩個小

方格不同色；並且我們可以假設它們在同一排上（如果

不在同一排，譬如在圖二的方格 x、y，那我們只要考慮

一下 x、z 或是 y、z 的顏色即可）。 
不失一般性地假設右圖中 z 是紅色，y 是藍色。 
考慮 y, z 所在該層右側的每一個方格（圖二中斜

線部分），他們既不能是藍色也不能是紅色，因此

整排都是白色。 
考慮大正立方體上表面與 z 同排（圖二中箭頭所

指處）的每一個方格，即不能是紅色（因為 z）也

不能是白色（因為右色的白色），因此該排都是藍

色。同理可證上表面與 y 同排的所有格子都是紅

色，如圖三所示。 
到此證明都只是盡量把已知的方格塗上顏色而

已。這時我們便可以看出我們要證明的應該是右側

那面全部都是白色。 
 於是對於右側的每個格子 u，他不能是藍色（因為

要跟格子 p 不同色）也不能是紅色（因為要跟格子 q
不同色，故 u 是白色。 

由於 u 是隨意取的，於是同理可證右側每一格都是白

色，得證。 
【評分標準】 

1. 運用如上述討論證明結論，
7

7
 

2. 證明較小單位（如 2×2×2）時拼法只有數種，
2

7
 

3. 利用小單位拼出 10×10×10可能的情形，從而推得結論，
5

7
 

【討論】 
本題證明過程並不算難，但是要把它寫得很清楚並不容易。證明過程中一定

必須界定一些名詞來闡述，如果沒有很清楚的寫下這些名詞的意義的話，很容

易造成混淆。除了寫下明確的定義外，用圖來指明討論的對象也很有幫助。 
再者，要弄清楚何時可用「同理可證」以及「不妨假設」。譬如上述證明中，

我們可明顯可以「不妨假設 z 是紅色，y 是藍色」，因為顏色是對稱的，但我們

如果要「不妨假設 z, y在最左下角相鄰兩格」，這是需要額外的理由的。萬一沒

有想清楚，很可能就這樣落掉了一些可能性沒有被證明到。 
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3. 請找出所有正整數 a、b，使得 2 2( )( )a b a b+ + 的乘積具有2m的形式，其中 m
為正整數。（六分） 

【參考解法】 
令 

2

2

(1)2

(2)2

p

q

a b

b a

+ =
+ =

 

又 a、b 1≥ ，故 p、q 1≥ ，從而 a、b 奇偶性相同。 

若 a=b，則 2 ( 1) 2pa a a a+ = + =  
∵a 與 a+1必是一奇一偶 
∴a=b=1 

若a b≠ ，可設a b> ，則由於 2 2( 1) ( 1)a a a a b b b b− = − > − = − ，故 2 2a b b a+ > + ，

即q p> 。因此將式(2)－式(1)可得 ( )( 1) 2 (2 1)p q pa b a b −− + − = − 。 
∵a 與 b 奇偶性相同 
∴ 1a b+ − 為奇數 

∴2 | ( )p a b−   

∴ 22pa b a b− ≥ = + ，即0 ( 1)b b≥ + ，矛盾。 
故原式只有一解：a=b=1。 
【評分標準】 

1. 得到一組解 a=b=1，
1

7
 

2. 證明 a、b 一奇一偶時無解，
0

7
 

3. 證明 a、b 皆為偶數時無解，
2

7
 

4. 證明 a、b 皆為奇數時無解，
4

7
 

【討論】 
a、b 一奇一偶的情況可以用同樣的方法： 

22 | ( 1) 1 2p pa b a b a b+ − ⇒ + − ≥ = +  
推得矛盾。但因為這種情況很容易排除，因此不占分數。 

另外 a、b 皆為偶數和 a、b 皆為奇數的情況，亦可以用無窮遞降法來證明，唯

有許多小細節必須要仔細地處理，不然有可能被扣掉一點點分數。 
無窮遞降法的概念，以 a、b 皆為偶數為例子，是假設 a、b 是一組皆為偶數的

解，那我們令 12a a= 、 12b b= ，帶回原式中便能得到 1a 、 1b 的新的關係式： 
2 1

1 1
2 1

1 1

2 2

2 2

p

q

a b

b a

−

−

+ =
+ =

 

進而可推得 1a 、 1b 也都是偶數。再令 1 22a a= 、 1 22b b= ，那麼又可以推到 2a 、 2b 也

是偶數…這樣步驟可以無窮無盡的下去，構造出 3a 、 4a 、 5a 、…。但是由於



 

1 2a a a> > >⋯都是正整數，無窮無盡做下去根本不可能！於是這個矛盾指明最

初假設的解 a、b 不可能存在。 

4. 在菱形 ABCD 的 BC、CD邊上分別取 P、Q兩點，使得 BP=CQ。請證明三角

形 APQ 的重心落在線段 BD上。（六分） 
【參考解法】 

若是對解析法稍微有點認識，本題的解法可說是非常地直覺。 
假設座標 A(0, a)、B(b, 0)、C(0, -a)、D(-b, 0)。 
一旦畫圖出來，便能發現到 P與 Q的 y 座標相加應該恰為-a，而重心的座標

表示法很簡單，這促使我們往此想法前進。 
首先先仔細證明我們的觀察：P與 Q的 y 座標相加應是個定值。將 P、Q 對 X

軸作垂直線，並利用全等三角形可以達到這個目的，或者我們計算BC
����

的方程

式： 0ax by ab− − = ，與CD
����

的方程式： 0ax by ab+ + = 。 

利用參數式假設 P(b+bm, am)、Q(bn, a an− − )，代入BP CQ= 的式子可以得到

m=n (若m n= − 則 P 不在線段BC 上或 Q 不在線段CD上，不合)，△APQ 的重心

y 座標
( )

0
3

a am a an+ + − −= = ，故重心的確在BD上，得證。 

【評分標準】 

1. 證明命題，
7

7
 

2. 只證明重心在直線BD
����

上而未證明重心在線段BD上，
0

7
 

5. 現有一套質量分別為 1克、2克、3克、…、N 克的砝碼各一枚。某人欲從中

取出若干枚（至少二枚）砝碼，使得所取出砝碼的總質量等於剩下砝碼的質

量之平均。請證明 
(a) 若 N+1是完全平方數，則此人可達成目的；（二分） 
(b) 若此人達成目的，則 N+1是完全平方數。（七分） 

【思路】 

(a)    令 21N k+ = ，k 是正整數。 
透過嘗試 k=2、3、4（N 分別是 3, 7, 15）所獲得的經驗，我們可以猜測只要拿

出 1、2、3、…、k 克重的砝碼，便能夠滿足題目所需。一般情況必須稍加計算

來證明： 

1、2、3、…、k 克的砝碼總重
( 1)

1 2 3
2

k k
k

+= + + + + =⋯  

由於剩下的砝碼保持等差，因此我們可以很快地計算剩餘砝碼的平均值為
2( 1) 1 1 ( 1)

2 2 2

k N k k k k+ + + + − += = ，兩者恰好相等，因此 N+1為平方數時可以

達到目的。 
(b)  現在要證明的是要達成目的 N+1一定要是平方數。我們先先思考一下 N+1
是平方數有什麼過人之處。第一個會想到的當然是 N 可以寫成兩個差 2的數字



 

相乘 ( 1)( 1)k k+ − ，但接著似乎便無法發揮下去。 
先回來看題目的要求。題目希望相等的兩個值都跟我們所選取的砝碼克數和

重量有關係；若是改變選取的砝碼，「選出的砝碼總重」很直接地跟著變動，但

是「剩下的砝碼平均值」變化得很很隱晦不明。這促使我們想要把砝碼克數和

重量設為變數，然後把這些變數整理到等號其中一邊： 
假設現在選取了m個砝碼，這m個砝碼總重為 s克，那麼剩下沒被取到的N m−

個砝碼總重量是 
( 1)

1 2 3
2

N N
N s s

++ + + + − = −⋯  

於是題目要求的條件便是 
( 1)

( 1)2 ( 1)
2

N N
s N N

s s N m
N m

+ − += ⇒ = − +
−

 

m 跟 s 是有關係的。如果我們決定選 m個砝碼，這砝碼的總重量 s 最輕不過

1+2+…+m，最重也只能是 N+(N－1)+(N－2)+…+(N－m+1)，因此 
( 1) (2 1)

2 2

m m m N m
s

+ − +≤ ≤  

如果觀察的再仔細一點，便可以發現我們一定可以選 m個砝碼讓 s 是介在這

個範圍中的任何一個指定的整數。 
這樣，我們便很清楚地看出一些端倪，如果 m取得太大，那麼總重量 s 被迫

也要變得比較大，可能會造成等號右邊過度脹大，等號便不可能成立。這樣子，

我們就可以得到 m的一個上限。 
把這個想法寫成數學式子： 

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

2 2

N N m m
s N m N m

+ += − + ≥ − +  

整理一下這個式子： 
2

2

( )( 1) 0

( 1) 0

1

N m N m

N m

N m

− − + ≥
− + ≥

+ ≥

 

非常美好地得到了很不錯的上界！這表示說，如果我們又可以證明 1N m+ ≤  

（或是差一些些的下界），那麼就可以得到 1m N= + 。意即，選取的砝碼個數

剛好就是 1N + ，而砝碼個數應當是個正整數，證明便結束了！ 
於是我們開始思考如果選取的個數 m太小會怎麼樣。第一個想到的是拿

(2 1)
2

m N m
s

− +≤ 做相同的估計，但很不幸地我們得到了非常弱的上界（大約只

有 3m ≥ ），於是我們必須另尋它法。 
我們重新觀看等式： 

( 1)
( 1)

2
N N

s N m
+ = − +  



 

既然剛剛用 s 的上界
(2 1)

2

m N m− +
得到 m的上界很弱，再加上我們之前便發

現我們的 s 可以取小於上界的任何正整數。這表示 s 太過自由了：我們可以決定

一個 m，算出
( 1)

2( 1)

N N
s

N m

+=
− +

，它幾乎保證會比 
(2 1)

2
m N m− +

 還小，而我們便

可以取出 m個砝碼讓總重恰好為 s。因此，我們必須另覓它法。把想法逆轉過來：

究竟還有什麼條件沒用到呢？ 
s 必須是正整數。 

如果
( 1)

2( 1)
N N

N m

+
− +

不是正整數，那剛剛說的策略完全是白搭，因此，我們轉而

尋找有哪些 m會讓
( 1)

2( 1)
N N

N m

+
− +

是正整數，意即，2( 1) | ( 1)n m N N− + + 。 

我們先看比較鬆的條件：怎麼樣的 m會讓 ( 1) | ( 1)N m N N− + +  。如果 m很小

的話，會發生什麼事情呢？ 
譬如說 m=3，那 1N m− + 跟 N+1是兩個只差 3的正整數， 1N m− + 跟 N 更只

差 2而已。我們知道兩個差 3的正整數公因數最大頂多是 3，表示分子的 N 了不

起只能夠把分母 1N m− + 中的 3消掉，同樣的 N+1頂多只能消掉 1N m− + 中的

2，這就表示 1N m− + 最大也只能是 6，但是 N 很大，m又只有 3，便陷入了窘

境。 
上述觀察得到 m不能太小，也就是說 m 有個下限。將觀察寫成數學形式： 

( 1) | ( 1)

( 1) | [ ( 1)][( 1) ( 1)]

( 1) | ( 1)

( 1) ( 1)

N m N N

N m N N m N N m

N m m m

N m m m

− + +
⇒ − + − − + + − − +
⇒ − + −
⇒ − + ≤ −

 

第二行到第三行就是計算 1N m− + 跟 N 或 N+1的公因數最大可以是多少（它

們的差值）；第四行則是與上例中能得到「 1N m− + 最大也只能是 6」的原因。 
繼續化簡： 

21 1N m N m⇒ + ≤ ⇒ + ≤  

非常完美地得到緊緻的下界！因此 1N m+ = 為一正整數，證明結束了。 
【參考解法】 

(a)    令 21N k+ = ，k 是正整數。我們取 1、2、3、…、k 克共 k個砝碼，其總重

為
( 1)

2
k k +

，而剩餘的砝碼平均值為
2( 1) 1 1 ( 1)

2 2 2

k N k k k k+ + + + − += = ，符合題

目需求。 

(b) 假設共取了 m 個砝碼，總重為 s 克，又這 N 個砝碼總重為
( 1)

2

N N +
，於是

題目要求便是

( 1)
( 1)2 ( 1)

2

N N
s N N

s s N m
N m

+ − += ⇒ = − +
−

 



 

 (1)    我們先證明 1N m+ ≥  

由於所取的 m個砝碼總重最小為
( 1)

1 2 3
2

m m
m

++ + + + =⋯ ，因此 

2

2

( 1) ( 1)
( 1)

2 2
( 1)

( 1) ( 1)
2

( )( 1) 0

( 1) 0 ( )

1

N N m m
N m

m m
s N m N m

N m N m

N m N m

N m

+ +≥ − +

+− + ≥ − +

− − + ≥
− + ≥ >

+ ≥

∵

 

(2)  我們再證明 1N m+ ≤  
由於 

( 1) 2 ( 1)

( 1) | ( 1)

( 1) | [ ( 1)][( 1) ( 1)]

( 1) | ( 1)

( 1) ( 1)

1

N N s N m

N m N N

N m N N m N N m

N m m m

N m m m

N m

+ = − +
⇒ − + +
⇒ − + − − + + − − +
⇒ − + −
⇒ − + ≤ −

⇒ + ≤

 

綜合(1)(2)得到 1m N= + ，即 21N m+ = 為完全平方數。證畢。 
【評分標準】 
(a)     

1. 得到 N=3, 7, 15或前有限項的取法，但是各取法之間無法推出規律，
0

7
 

2. 宣稱 21N k+ = 時只要取前 k 個就能達到目的。可能舉了前有限項驗證，
5

7
 

3. 證明 k 為任意正整數時取前 k 個就能夠達成目的，
2

7
 

(b)  

1. 證明 1N m+ ≥ 。或者估出 m的最大下界(可能用 s 表示)並且可行，
3

7
 

2. 證明 1N m+ ≤ 。或者估出 m的最小上界(可能用 s 表示)並且可行，
4

7
 

6. 在一個無限大的方格表上，將 2009個 n×n 的正方形小紙板沿著方格表的格線

放置在此方格表內(每個正方形小紙板恰好蓋住方格表上 n2個小方格，正方形

小紙板可以互相重疊)，然後將方格表上每個放置有奇數片紙板的小方格塗上

紅色。請證明塗上紅色的小方格數不少於 n2。（十分） 
【參考解法】 

為了方便說明，我們將方格表標上座標。接著我們將方格表中的每一個格子



 

都填上一個數字：若該格的座標為(a, b)，那麼我們就將它標上 
( mod ) ( mod )n a n b n× +  

（其中 moda n表示 a 除以 n 的餘數，也就是 mod
a

a n a n
n
 = − ×  

）。在這樣的編

號下，每一格都被標上了 0～ 2 1n − 的一個數字。 
將 n×n 的正方形覆蓋到方格表上時，因為被覆蓋到的小方格中，不會有兩格

的 x 座標和 y 座標分別除以 n 的餘數都相同，所以被覆蓋住的這群小方格標號皆

不同，也就是，標號為 0～ 2 1n − 的小方格恰好各被蓋住一個。 

因為總共放上了 2009個正方形，所以對於任意一個 0～ 2 1n − 中的數字 a，被

標上 a 的所有格子加起來總共恰被覆蓋了 2009次，是個奇數；進而可以推到，

至少有一個被標上 a 的格子，它被覆蓋了奇數次。 

所以對於 0～ 2 1n − 中任意一個標號，總是有一個該標號的格子被覆蓋了奇數

次，會被塗上紅色，故共至少有 2n 個紅色格子（0～ 2 1n − 每個標號至少一個）。 

7. A 與 B兩人打算一起去有 2009個小島的列島旅遊。小島間的交通只能依靠船

舶相連，有些小島之間具有往返的交通船，有些則無。A 和 B兩人進行以下

遊戲：任何小島不可以造訪二次或二次以上，由 A 先選擇一個小島著陸，接

著由 B選擇到一個未曾造訪過的小島旅遊，依此規則兩人輪流選擇。無法再

繼續符合遊戲規則的行程(沒有小島可選擇或無交通船可從當時所在的小島

通往所選擇的小島)者為輸方。請證明無論這些小島間船運的路線系統如何，

也無論 B如何應對，A 永遠有數學策略可以獲勝。（十四分） 
【參考解法】 

我們把島嶼看成點，交通船看成邊，則整個地圖會變成一個有 2009個點的無

向圖。 
我們定義這個圖上的一個「匹配」為選擇圖上的一些邊，使之中任兩條邊皆

不具有共同頂點。並且我們定義「最大匹配」為一個所含邊數最多的匹配。（最

大匹配可能不唯一，但顯然空集合為一匹配，且匹配所含邊數不會超過頂點數

的一半，所以最大匹配必定存在）。 
A 的策略如下：首先 A 先找到這個圖的一個最大匹配 X。因為這個圖有 2009

個點，是個奇數，故必定有一個點 C不為 X 中某條邊的端點，A 就選擇從 C點

出發；當 B移動到某點 S時，A 移動到點 T使得 ST是 X 內的邊（根據匹配性質，

顯然此 T為唯一）。 
我們接下來證明這樣的方法下 A 必勝。 
若 A 用此方法但並沒有獲勝，表示過程中 B移動到某一點時，(1)不存在點 T

使得 ST為 X 中的邊，或是(2)存在點 T使得 ST為 X 中的邊但是 T已經被走過了。 
若是(1)的情況，則我們將他們從起點到現在走過的點列出來：  

C→P1→P2→…→P2n→S， 
根據我們的策略，我們知道 P2k-1和 P2k之間有在 X 中的邊，若我們將這 n個邊

從 X 中去除，並且換成 1CP、 2 3P P、…、 2nP S這些邊的話，那麼 X 中的邊數會增

加一條，並且仍然滿足匹配的性質。這和 X 為邊數最多的匹配矛盾。 



 

若是(2)的情況，我們討論當初 T是被誰走到的，若是被 B 走到的，那根據策

略，當時 A 的下一步應當為 S，不合。若是被 A 走到的，但 A 若會走到 T，表

示要不然就是 B走到過 S，要不然就是 A 第一步就走到 T，兩種情況顯然皆不

合。 
故綜上所述，A 按照這個方法必定可以獲得勝利。 

【討論】 
這題是頗有難度的圖論題目，而「匹配」(matching)和「最大匹配」(maximum 

matching)是圖論中重要的概念。事實上本題的大致概念可以很簡短地說明： 
首先 A 先找到一組最大匹配，並選擇一個沒被匹配到的點作為起點。接下來

每一步，只要Ｂ走到某個小島，Ａ就走到該小島的匹配上。如果Ｂ走到的小島

沒有匹配，那麼這一路走下來的路線構成一個「擴充路徑」(augmenting path)，
與原匹配為最大匹配不合。 

 

《成績是取最高得分三題的總和，考試時間五小時。》 


