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· 每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。
1. 有一家公司的股票，它的股價每天不是上漲n% ，就是下跌n% ，其中0＜n＜100。請問是否存在一個正整數n ，使得有二個不同的日期出現相同的股價？(要求計算股價時必須精確地計算，不得只取近似值)（四分）

解一  設n%化為最簡分數為
[image: image1.wmf]p

q

，

根據題意，要找出
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，使得
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＝1有正整數解。
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但(p, q)＝1  
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(p, p±q) ＝1  
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所以不存在
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，使得
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＝1有正整數解；

即不存在一個正整數n ，使得有二個不同的日期出現相同的股價。

解二  根據題意，要找出n，使得
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＝1有正整數解。

[image: image12.wmf]Þ

(100＋n)a(100－n)b＝100 a＋b＝2 2a＋2b‧5 a＋b
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(100＋n)a|100 a＋b     
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(100＋n)a＝2 x‧5y，其中x、y為正整數。

則n只可能為25、28或60

若n＝25  
[image: image15.wmf]Þ

 100－n＝75＝3‧5 2，有3的因數，產生矛盾。

若n＝28  
[image: image16.wmf]Þ

 100－n＝72＝23‧3 2，有3的因數，產生矛盾。

若n＝60  
[image: image17.wmf]Þ

 100－n＝40＝23‧5 ；

但 160a‧40b＝2 4a＋3b‧5 a＋b＝2 2a＋2b‧5 a＋b   
[image: image18.wmf]Þ

a＝b＝0，不合。

所以不存在一個正整數n ，使得有二個不同的日期出現相同的股價。

2. 一個多邊形(不必是凸的)的撞球枱，它的相鄰兩個邊都互相垂直。在多邊形的頂點處都有進球洞，球洞處掛有網袋 (假想球洞及球為一點)。若頂點A的內角為90°，由A處擊出一顆球，此球在枱內沿直線不停地滾動並依照“入射角等於反射角”之定律碰撞枱邊，球若滾經頂點則會墜入袋中。試證：此球永遠無法回到A袋中。（六分）
解   若球擊出的角度為0°或90°，即延著邊擊球，球也將沿著邊行進，進入該邊另一端的球洞中。

[image: image49.emf]10

8

6

4

2

-2

-4

-6

-10 -5 5 10

fx

()

 = x

2

若球擊出的角度為θ，0°＜θ＜90°

這個撞球台的相鄰兩個邊都互相垂    直，所以任兩邊必互相垂直或平行，

如右圖，從A擊出的球，在枱內沿直線不停地滾動，並依照“入射角等於反射角”之定律碰撞枱邊，其路徑a1→b1→a2→b2→…為兩組平行線，因此欲使球彈回A點，必須在途中有一次入射角為0°（即與其中一邊垂直），而後循入射的反方向彈回；但這是不可能的。

所以此球永遠無法回到A袋中。

3. 一個三角錐(即四面體)在任意平面上的垂直投影中，已知在平面E上的垂直投影具有最大的面積。試證：平面E平行此三角錐的某一個面，或與此三角錐的兩條歪斜的稜同時平行。（六分）

解 分兩種情形討論：

(1) 垂直投影的最大面積為三角形。

在三角錐(即四面體)的四個面中，選出面積最大者，假設為△BCD；

令△BCD在平面E的垂直投影為△B'C'D'，

則△B'C'D'面積＝△BCD×cos θ(θ為△BCD與平面E的夾角)

當θ＝0°時，△B'C'D'面積最大，

即當△BCD與平面E平行時，三角錐在平面E上的垂直投影具有最大的面積。
(2) 垂直投影的最大面積為四邊形。

設三角錐ABCD中， 
[image: image19.wmf]AC

與
[image: image20.wmf]BD

在平面E上的垂直投影分別為
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與
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，且
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與
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C
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的夾角為θ1，且
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與
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的夾角為θ2，則四邊形A'B'C'D'面積為  
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當θ1與θ2均為0°時，四邊形A'B'C'D'面積最大，

即當
[image: image29.wmf]AC

與
[image: image30.wmf]BD

平行於平面E時，三角錐在平面E上的垂直投影具有最大面積。

4. 在黑板先寫下2004！(= 1×2×3×…×2004)這個數。小王與小丁二人輪流依下列規則玩遊戲。每一次輪到的人都將黑板上的數減掉一個不大於它的自然數，規定這個自然數不同的質因數個數不得超過20個，若所得到結果為0，則其獲勝。否則，擦去黑板上的數，將所得的結果寫在黑板上，再輪到下一位。請問先手或後手何者有必勝的策略？如何操作？（六分）

解 後手有必勝策略。
每一次輪到的人都將黑板上的數減掉一個不大於它且不同的質因數個數不得超過20個的自然數，所以，我們先做出最小的21個質數積，令m＝P1×P2×…×P21，其中Pi為第i個質數。

假設先手完成後的數為n，後手則減去一個數r，使得n－r為m的倍數，即可取r為n除以m的餘數，則r＜m，所以r的質因數個數不會超過20個。

如此玩下去，因為2004！為m的倍數，所以後手必能獲勝；而先手若要使其完成後的數為m的倍數，則需減去一個也是m的倍數的數，此數的質因數個數至少是21個，不合遊戲規則，所以先手無必勝的策略。

5. 在坐標平面上，抛物線
[image: image31.wmf]2
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與圓O恰好只相交於A及B二個點。假設抛物線在點A處的切線與圓在點A處的切線二直線重合。請問抛物線在點B處的切線與圓在點B的切線二直線是否也重合？（七分）

解 設圓O方程式為(x－α)2＋(y－β)2＝r2，與抛物線
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恰有二個交點
   
[image: image33.wmf]Þ

(x－α)2＋(x2－β)2－r2＝0恰有兩個解

      設(x－α)2＋(x2－β)2－r2＝(x－a)3 (x－b)，其中a≠b

[image: image34.wmf]Þ

因左式三次項的係數為0，所以3a＋b＝0 
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 b＝－3a
比較兩邊係數得

	
	1－2β＝－6 a2
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	α＝－4 a3

	
	－2α＝8 a3
	
	
	β＝
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特例：取a＝1，則α＝4，β＝
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代入原方程式求解：(x－4)2＋(x2－
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[image: image44.wmf]Þ

 x＝1、1、1、－3
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圓 (x－4)2＋(y－
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與抛物線
[image: image48.wmf]2
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恰有二個交點，且點A(1,1)處，抛物線的切線與圓的切線二直線重合，在點B(－3,9)處則否（如下圖）。


6. 小田宣稱他有魔法，可以從撲克牌的背面透視它的花色，於是大家把包括有黑桃、紅心、方塊及梅花各9張的一疊36張牌洗好後，交由小方把這疊牌的牌面向下放在小田面前，要他說出這疊牌最上面一張牌的花色。當小田說出答案後即把這張牌翻開來驗證他的答案是否正確，並將這張牌放在一旁不再加入這疊牌中；接著繼續猜測下一張牌，重複以上程序。他試圖使猜測的正確次數愈多愈好。這副牌背面的圖樣完全相同但並非對稱的(即可以分辨出圖案朝前或朝後)。小方雖然知道這疊牌的排列順序，但他不能更動，也不能偷偷告訴小田。但是他可以依照事先與小田約定好的方式擺置撲克牌背面圖案的朝向來暗中協助小田。事實上，小田並無魔法，他只是利用數學方法來作分析判斷。請問在小方的協助下，小田有沒有辦法保證正確地預測到
(a) 不少於19張牌？（三分）

(b) 不少於20張牌？（五分）

解一 可以用圖案朝前代表0，朝後代表1。
每兩張牌有四種組合正好可以代表四種花色，如：令(1,0)代表黑桃，(0,0)代表紅心，(0,1)代表方塊，(1,1)代表梅花，那麼，如果第一張牌圖案朝後，第二張牌圖案朝前，就表示黑桃。
(1) 用第1、2張牌來指出第3、5、…、31、33張牌中，何種花色張數最多，那麼這16張牌都猜這個花色，根據鴿籠原理，至少可以正確地預測到4張。

(2) 第4、6、…、32、34張牌，配合其前一張牌之圖案擺向，可利用(1,0)、(0,0)、(0,1)、(1,1)指出，如：第3張牌圖案朝前，第4張牌圖案朝後，就表示第4張牌是方塊，依此類推，可以正確地預測到16張。
(3) 第35、36張，若兩張花色相同，則只要根據已翻出的34張牌，即可推算得到；若兩張花色不同，只需要用0或1即可指出。
所以，用此方法，至少可以正確地預測到4＋16＋2＝22張牌，即(a)、(b)都能做到。

解二  同解一，先定義圖案朝前代表0，朝後代表1，(1,0)代表黑桃，(0,0)代表紅心，(0,1)代表方塊，(1,1)代表梅花；再定義連續兩張牌中，前一張猜錯，後一張猜對為0，即(錯,對)＝0，反之，(對, 錯)＝1。

          (1)第2、3張牌猜同一個花色，用第1、2張來指示；第4、5張猜同一個花色，用第3、4張來指示。至於第2、3張與第4、5張中，要猜對哪一張，端視第33張牌的花色而定，如：

	
	第1張
	第2張
	第3張
	第4張
	第5張
	……
	第33張

	實際花色
	紅心
(0,0)
	方塊
(0,1)
	梅花(1,1)
	梅花(1,1)
	方塊(0,1)
	
	黑桃(1,0)

	圖案擺向
	朝前

0
	朝後

1
	朝前

0
	朝後

1
	…
	
	…

	預測花色
	…
	方塊
	方塊
	方塊
	方塊
	
	黑桃

	對錯
	…
	對
	錯
	錯
	對
	
	對

	
	
	1
	0
	
	


依此類推， 

第1～5、33張中，至少可以正確地預測到3張。

第5～9、31張中，至少可以正確地預測到3張。

第9～19、29張中，至少可以正確地預測到3張。

第13～17、27張中，至少可以正確地預測到3張。

第17～21、25張中，至少可以正確地預測到3張。

(2) 第22、24、…、32、34張牌，配合其前一張牌之圖案擺向，可利用(1,0)、(0,0)、(0,1)、(1,1)指出，如：第21張牌圖案朝前，第22張牌圖案朝後，就表示第22張牌是方塊，依此類推，可以正確地預測到7張。
(3) 第35、36張，若兩張花色相同，則只要根據已翻出的34張牌，即可推算得到；若兩張花色不同，只需要用0或1即可指出。
所以，用此方法，至少可以正確地預測到3×5＋7＋2＝24張牌，即(a)、(b)都能做到。
《成績是取最高得分三題的總和，考試時間五小時。》
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