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· 每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。
1. 有一個每項都是整數的有限項等差數列，已知這個等差數列之總和是2的冪次方(即
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，其中x是非負整數)。試證：這個等差數列的項數亦為2的冪次方。（四分）

解   設這個等差數列共有n項，首項為a，公差為d，其中n為正整數，a、d均為整數，則總和＝
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，其中x是非負整數 
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[2a＋(n－1)d]n＝
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[2a＋(n－1)d]與n均為整數，且其相乘積為2的冪次方，

所以項數n必為2的冪次方。

2. 在8×8的棋盤中，規定每個方格中至多放入一個棋子。如果x、y、z為三個形成斜對角排列的連續方格，方格x、y內都放置有棋子，而方格z內為空的，則我們稱方格y內的棋子為“可被吃掉”的棋子。請問在此棋盤中至多可以同時放入多少個棋子，使得所放入的每個棋子都為“可被吃掉”的棋子 ？（五分）

解  在8×8的棋盤中，棋子“不可被吃掉”的充要條件為
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(1) 這個棋子放在棋盤周邊的格子中；或 

(2) 這個棋子放在兩斜向垂直相交的三連子的中央，如右圖；或

(3) 這個棋子為孤立子，即其周圍四角都沒有放棋子。

從而

(1) 棋盤周邊的28個方格子不能放入任何棋子；

(2) 居中的6×6＝36格中，每一個“九宮格”都至少有一個方格不能放入任何棋子，且這個方格應該位於九宮格角落的位置，在這6×6＝36格中，至少要有4個方格子不能放入任何棋子。

所以至多可以同時放入8×8－28－4=32個棋子，使得所放入的每個棋子都為“可被吃掉”的棋子。下圖是一種排法：
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3. 有一家公司的股票，它的股價每天不是上漲n% ，就是下跌n% ，其中0＜n＜100。請問是否存在一個正整數n ，使得有二個不同的日期出現相同的股價？(要求計算股價時必須精確地計算，不得只取近似值)（五分）

解一  設n%化為最簡分數為
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根據題意，要找出
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＝1有正整數解。
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但(p, q)＝1  
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(p, p±q) ＝1  
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所以不存在
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即不存在一個正整數n ，使得有二個不同的日期出現相同的股價。

解二  根據題意，要找出n，使得
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(100＋n)a(100－n)b＝100 a＋b＝2 2a＋2b‧5 a＋b
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(100＋n)a|100 a＋b     
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(100＋n)a＝2 x‧5y，其中x、y為正整數。

則n只可能為25、28或60

若n＝25  
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 100－n＝75＝3‧5 2，有3的因數，產生矛盾。

若n＝28  
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 100－n＝72＝23‧3 2，有3的因數，產生矛盾。

若n＝60  
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 100－n＝40＝23‧5 ；

但 160a‧40b＝2 4a＋3b‧5 a＋b＝2 2a＋2b‧5 a＋b   
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a＝b＝0，不合。

所以不存在一個正整數n ，使得有二個不同的日期出現相同的股價。

4. 圓O與圓
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相交於點A及點B，它們的一條公切線(比較靠近點B處的這一條)分別切圓O於點E、切圓
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 於點F，直線AB與EF相交於點M。延長線段AM至點K，使得KM = MA。連接直線KE交圓O於點C，連接直線KF交圓
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O

於點D。試證：A、C、D三點共線。（六分）

解一    
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於點F  
∴∠DAF＝∠DFQ＝∠EFK 
            在圓O中，
[image: image30.wmf]MA

MB

ME

´

=

2

；
在圓
[image: image31.wmf]'

O

中，
[image: image32.wmf]MA

MB

MF

´

=

2

   
∴
[image: image33.wmf]MF

ME

=

，又已知
[image: image34.wmf]MK

AM

=

   


[image: image35.wmf]Þ

四邊形AEKF的對角線互相平分   

∴AEKF為平行四邊形
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∠EKF＝∠EAF
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∠DAC

＝∠CAE＋∠EAF＋∠DAF

＝∠FEK＋∠EKF＋∠EFK＝180°

得證A、C、D三點共線。

解二    
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於點E，圓
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於點F
在圓O中，
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△EMK
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∴∠MEK＝∠MBF
同理，
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△BME
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∴∠MBE＝∠MFK
∠EBF＋∠EKF
＝∠MBE＋∠MFB＋∠EKF＝∠MFK＋∠MEK＋∠EKF＝180°
∴B、E、K、F四點共圓   
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∠BEK＋∠BFK＝180°


[image: image55.wmf]Þ

∠DAC＝∠CAB＋∠DAB

＝∠BEK＋∠BFK＝180°

得證A、C、D三點共線。
5. 一個多邊形(不必是凸的)的撞球枱，它的相鄰兩個邊都互相垂直。在多邊形的頂點處都有進球洞，球洞處掛有網袋 (假想球洞及球為一點)。若頂點A的內角為90°，由A處擊出一顆球，此球在枱內沿直線不停地滾動並依照“入射角等於反射角”之定律碰撞枱邊，球若滾經頂點則會墜入袋中。試證：此球永遠無法回到A袋中。（六分）
解   若球擊出的角度為0°或90°，即延著邊擊球，球也將沿著邊行進，進入該邊另一端的球洞中。

若球擊出的角度為θ，0°＜θ＜90°

這個撞球台的相鄰兩個邊都互相垂    直，所以任兩邊必互相垂直或平行，

如右圖，從A擊出的球，在枱內沿直線不停地滾動，並依照“入射角等於反射角”之定律碰撞枱邊，其路徑a1→b1→a2→b2→…為兩組平行線，因此欲使球彈回A點，必須在途中有一次入射角為0°（即與其中一邊垂直），而後循入射的反方向彈回；但這是不可能的。

所以此球永遠無法回到A袋中。

6. 在黑板先寫下2004！(= 1×2×3×…×2004)這個數。小王與小丁二人輪流依下列規則玩遊戲。每一次輪到的人都將黑板上的數減掉一個不大於它的自然數，規定這個自然數不同的質因數個數不得超過20個，若所得到結果為0，則其獲勝。否則，擦去黑板上的數，將所得的結果寫在黑板上，再輪到下一位。請問先手或後手何者有必勝的策略？如何操作？（七分）
解 後手有必勝策略。
每一次輪到的人都將黑板上的數減掉一個不大於它且不同的質因數個數不得超過20個的自然數，所以，我們先做出最小的21個質數積，令m＝P1×P2×…×P21，其中Pi為第i個質數。

假設先手完成後的數為n，後手則減去一個數r，使得n－r為m的倍數，即可取r為n除以m的餘數，則r＜m，所以r的質因數個數不會超過20個。

如此玩下去，因為2004！為m的倍數，所以後手必能獲勝；而先手若要使其完成後的數為m的倍數，則需減去一個也是m的倍數的數，此數的質因數個數至少是21個，不合遊戲規則，所以先手無必勝的策略。

《成績是取最高得分三題的總和，考試時間五小時。》
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