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· 每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。

1. 在△ABC中，已知∠A的角平分線、AB邊上的中垂線及AC邊上的高這三條線共點。試證：∠A的角平分線、AC邊上的中垂線及AB邊上的高這三條線也共點。(三分)
解：
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設∠A的角平分線AE、AB邊上的中垂線ME及AC邊上的高BH三線交於E；則∠AHE＝∠AME＝∠BME＝90°，∠EAH＝∠EAM＝∠EBM，
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∴△AEH
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△BEM 
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∠AEH＝∠AEM＝∠BEM＝180°÷3＝60°
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∠EAH＝∠EAM＝30°

設AC邊上的中垂線FN交∠A的角平分線AE於F，

連接CF並延長，與AB邊交於K ；

則
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，∠CNF＝∠ANF＝90°，
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∴△CFN 
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△AFN
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∠FCN＝∠FAN＝30°

· ACK中，

· ∠AKC＝180°－∠FCN－∠KAC＝180°－30°－60°＝90°，

所以CF垂直AB邊，即∠A的角平分線、AC邊上的中垂線及AB邊上的高這三條線交於一點F。

2. 設n為正整數，如果存在有n個連續的整數(包括正整數、0及負整數)之和為質數，試求n的所有可能值。(三分)

解：

(1) 我們先考慮n個連續整數均為正數的情況

顯而易見，n＝1是可以的：只要取任何一個質數即可。

n＝2也可以：任何一個奇質數p都可以寫成2個連續整數的和p＝
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假設存在某一質數p＝a＋(a＋1) ＋(a＋2)＋…＋(a＋k)，其中a為整數、k≧2； 則2p＝[a＋(a＋1) ＋(a＋2)＋…＋(a＋k)]＋[(a＋k)＋(a＋k－1) ＋(a＋k－2)＋…＋a]＝(k＋1) (2a＋k)

(k＋1)與(2a＋k)均為大於2的整數，與p為質數矛盾，所以當n個連續整數均為正數時，n＝1或2。

(2) 當n個連續整數可以是0或負數時，任何一個質數p都可以寫成

p＝p＋(p－1)＋…＋1＋0＋(－1)＋…＋(－p＋1) 
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 n＝2p
對於任何一個奇質數p，我們可以令p＝2t＋1，其中t為正整數，則p可以寫成p＝(t＋1)＋t＋…＋1＋0＋(－1)＋…＋(－t＋1) 
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 n＝p
所以n＝1或任意質數或二倍任意質數。
3.  (a)有三個完全相同之大容器，第一個容器內盛有3公升的純糖漿；第二個容　　　 器內盛有20公升的純水；而第三個容器則是空的。可以任意選擇以下之操作：　　

(1) 將某個容器中的溶液全部倒入另一個容器中；

(2) 將某個容器中的溶液全部倒掉；

(3) 任選二個容器將第三個容器中的溶液倒入其中一個容器中，使得所選這二個容器內的溶液的液面一樣高。

請問如何操作才能得到10公升濃度為30%的糖漿溶液？(三分)

解：操作步驟如下表

	操作方式
	容器中的容液量

	
	第一個
	第二個
	第三個

	
	原始狀況
	3
	20
	0

	(1) 
	將第二個容器內的純水倒入第三個容器中，使得第三和第一個容器內的溶液的液面一樣高。
	3
	17
	3

	(2) 
	把第三個容器中的水全部倒掉。
	3
	17
	0

	(3) 
	重複(1)～(2)三次。
	3
	8
	0

	(4) 
	將第二個容器內的純水倒入第三個容器中，使得第三和第一個容器內的溶液的液面一樣高。
	3
	5
	3

	(5) 
	將第一個容器內的純糖漿倒入第三個容器中，使得第三和第二個容器內的溶液的液面一樣高。
	1
	5
	5

	(6) 
	將第二個容器內的純水倒入第一個容器中，使得第一和第三個容器內的溶液的液面一樣高。
	5
	1
	5

	(7) 
	將第三個容器內的溶液全部倒入第一個容器中，則第一個容器中的溶液即為10公升濃度為30%的糖漿溶液。
	10
	1
	0



(b)承上題，若第二個容器內改為盛有n ( n為正整數) 公升的純水，試求可以所選得到10公升濃度為30%的糖漿溶液的n之所有可能值。（給出所有可能的值並給出例子，同時證明沒有其它的值。）(二分)
解：

因為已知第一個容器內盛有3公升的純糖漿，所以用3的同餘數做討論。

若n≡0 (mod 3)，不論如何操作，容器內的溶液量永遠都是3的倍數；但所求10公升不是3的倍數，所以n不能是3的倍數。

n≡2 (mod 3)時，

若n＝2或5，水量不夠，無法得到10公升濃度為30%的糖漿溶液；

若n＝8，從(a)表中的(4)開始操作即可；

若n≧11，可以先重複操作(a)表中的(1)～(2)，直到第二個容器中剩下純水8公升時，接續(4)即可。

n≡1 (mod 3)時，

若n＝1或4，水量不夠，無法得到10公升濃度為30%的糖漿溶液；

若n＝7，只要把第一個容器中的純糖漿到入第二個容器中，即可到10公升濃度為30%的糖漿溶液；

若n≧10，可以先重複操作(a)表中的(1)～(2)，直到第二個容器中剩下純水7公升時，再把第一個容器中的純糖漿到入第二個容器中即可。

所以n≧7且n不得為3的倍數。

4. 設a為大於1 的正整數，它是一個n位數，在這個數後面再重寫一遍得到一個2n位數b。若b是
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的倍數，試求
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的所有可能值。（給出所有可能的值並給出例子，同時證明沒有其它的值。）(五分)

解：

根據題意， b＝a(10n＋1)；設
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＝d，其中d為正整數。

因為a是一個n位數，所以1＜d＜11。

顯而易見，10n＋1不能被2、3或5整除，所以
d只有可能是7。

令a＝143 
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 b＝143143 
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]2

a

b

＝143143÷1432＝7

5. 兩個十位數如果恰好只有某一位數的數字不相同，則稱這二個數互為“鄰居數”。例如：1234567890，1234507890就是二個“鄰居數”。請問至多可寫下多少個十位數，使得這些數中的任二個數都互不為“鄰居數”？(六分)

解：

十位數共有9×109個；若任二個數都互不為“鄰居數”，那麼前九位數字必不相同，所以我們可以選擇的十位數個數最多不超過所有九位數的個數9×108個。

對於任一個九位數，我們可以找到唯一的一個數字，與這個九位數的各位數字和恰為10的倍數；將這個數字加到這個九位數的最後，形成一個十位數。

如此造出來的的十位數中，若有兩數為“鄰居數”，那麼必有其中一數的各位數字和不是10倍數，產生矛盾。

所以最多可以寫下9×108個十位數，使得這些數中的任二個數都互不為“鄰居數”。
《成績是取最高得分三題的總和，考試時間四小時。》
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