注意：
允許學生個人、非營利性的圖書館或公立學校合理使用本基金會網站所提供之各項試題及其解答。可直接下載而不須申請。
重版、系統地複製或大量重製這些資料的任何部分，必須獲得財團法人臺北市九章數學教育基金會的授權許可。
申請此項授權請電郵 ccmp@seed.net.tw
Notice:  

Individual students, nonprofit libraries, or schools are permitted to make fair use of the papers and its solutions. Republication, systematic copying, or multiple reproduction of any part of this material is permitted only under license from the Chiuchang Mathematics Foundation. 
Requests for such permission should be made by e-mailing Mr. Wen-Hsien SUN  ccmp@seed.net.tw
International Mathematics Tournament of Towns
環球城市數學競賽

2004春季賽　教師組　初級卷　參考解答
· 每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。
1. 已知折線ABCD 中的線段 AB、BC及CD之長度均相等，並且均與圓O外切。設線段BC與圓O之切點為E；線段AC與BD之交點為F。試證：點E、點F及圓心O三點共線。(四分)

解：

設
[image: image1.wmf]AB

切圓O於G點，
[image: image2.wmf]AC

與
[image: image3.wmf]OB

交於H點，

[image: image112.wmf]H

F

O

E

G

A

B

C

D

∠OEB＝∠OGB＝90°，
[image: image4.wmf]OE

＝
[image: image5.wmf]OG

（圓O半徑），


[image: image6.wmf]OB

＝
[image: image7.wmf]OB

   ∴△OEB
[image: image8.wmf]@

△OGB   


[image: image9.wmf]Þ

∠OBE＝∠OBG，又
[image: image10.wmf]BC

＝
[image: image11.wmf]AB

，
[image: image12.wmf]BH

＝
[image: image13.wmf]BH

  

∴△CBH
[image: image14.wmf]@

△ABH

[image: image15.wmf]Þ

∠CHB＝∠AHB＝180°÷2＝90°   ∴
[image: image16.wmf]AC

⊥
[image: image17.wmf]OB


同理可證，
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交點F為△OBC的垂心
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf]OE
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通過△OBC的垂心F
即得證點E、點F及圓心O三點共線
2. 設a為大於1 的正整數，它是一個n位數，在這個數後面再重寫一遍得到一個2n位數b。若b是
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的倍數，試求
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的所有可能值。（給出所有可能的值並給出例子，同時證明沒有其它的值。）(四分)

解：

根據題意， b＝a(10n＋1)；設
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＝d，其中d為正整數。

因為a是一個n位數，所以1＜d＜11。

顯而易見，10n＋1不能被2、3或5整除，所以
d只有可能是7。

令a＝143 
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3. 有一個凸四邊形的周長為2004，其中有一條對角線之長為1001。請問這個凸四邊形的另一條對角線之長是否可能為1？或2？或1001？請說明您的理由。(四分)
解：

設凸四邊形ABCD的周長為2004，其對角線
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首先，注意到10022－10012＝2003，442＜2003＜452。

[image: image113.wmf]D'

B'

D''

B''

M

A

B

C

D

當45≦n≦1001時，我們可以取適當的位置，使得
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有共同的中點M，且B在
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以M為中心旋轉，旋轉至
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因此在
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以M為中心旋轉0°～90°中，必有一角度使得凸四邊形ABCD的周長為2004；即以45～1001中的任何一個數為另一對角線之長都是可能的。
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當2≦n≦44時，我們可以先做一個以
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與
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為兩對角線，且周長小於2004的菱形；

將
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方向的平移，當
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從而在
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平移過程中，必有某一位置使得凸四邊形ABCD的周長為2004；即以2～44中的任何一個數為另一對角線之長都是可能的。

當n＝1時，設
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所以n不可能等於1；即另一對角線之長不可能等於1。

4. 設
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也是這個等差數列中的某些項。試證：這個等差數列中的每一項都是整數。(五分)

解：

令
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令｛x｝表示x的分數部分， 

(1) 若｛a｝＝0，｛d｝＝
[image: image99.wmf]2

1

，這個等差數列中的每一項都是
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(2) 若｛a｝＝
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(3) 若｛a｝＝
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所以a、d均為整數，從而這個等差數列中的每一項都是整數。

5. 有三個完全相同之大容器，第一個容器內盛有3公升的純糖漿；第二個容器內盛有n ( n為正整數) 公升的純水；而第三個容器則是空的。可以任意選擇以下之操作：　　

(1) 將某個容器中的溶液全部倒入另一個容器中；

(2) 將某個容器中的溶液全部倒掉；

(3) 任選二個容器將第三個容器中的溶液倒入其中一個容器中，使得所選這二個容器內的溶液的液面一樣高。


試求可以得到10公升濃度為30%的糖漿溶液的n之所有可能值。（給出所有可能的值並給出例子，同時證明沒有其它的值。）(五分)

解：

因為已知第一個容器內盛有3公升的純糖漿，所以用3的同餘數做討論。

若n≡0 (mod 3)，不論如何操作，容器內的溶液量永遠都是3的倍數；但所求10公升不是3的倍數，所以n不能是3的倍數。

n≡2 (mod 3)時，

若n＝2或5，水量不夠，無法得到10公升濃度為30%的糖漿溶液；

若n＝8，操作步驟如下表即可；

	操作方式
	容器中的容液量

	
	第一個
	第二個
	第三個

	
	原始狀況
	3
	8
	0

	(1) 
	將第二個容器內的純水倒入第三個容器中，使得第三和第一個容器內的溶液的液面一樣高。
	3
	5
	3

	(2) 
	將第一個容器內的純糖漿倒入第三個容器中，使得第三和第二個容器內的溶液的液面一樣高。
	1
	5
	5

	(3) 
	將第二個容器內的純水倒入第一個容器中，使得第一和第三個容器內的溶液的液面一樣高。
	5
	1
	5

	(4) 
	將第三個容器內的溶液全部倒入第一個容器中，則第一個容器中的溶液即為10公升濃度為30%的糖漿溶液。
	10
	1
	0


若n≧11，可以先重複操作下列2步驟：

(1) 將第二個容器內的純水倒入第三個容器中，使得第三和第一個容器內的溶液的液面一樣高。

(2) 把第三個容器中的水全部倒掉。

直到第二個容器中剩下純水8公升時，接續上表即可。

n≡1 (mod 3)時，

若n＝1或4，水量不夠，無法得到10公升濃度為30%的糖漿溶液；

若n＝7，只要把第一個容器中的純糖漿到入第二個容器中，即可到10公升濃度為30%的糖漿溶液；

若n≧10，可以先重複操作下列2步驟：

(1) 將第二個容器內的純水倒入第三個容器中，使得第三和第一個容器內的溶液的液面一樣高。

(2) 把第三個容器中的水全部倒掉。

直到第二個容器中剩下純水7公升時，再把第一個容器中的純糖漿到入第二個容器中即可。

所以n≧7，且n不是3的倍數。

6. 兩個十位數如果恰好只有某一位數的數字不相同，則稱這二個數互為“鄰居數”。例如：1234567890，1234507890就是二個“鄰居數”。請問至多可寫下多少個十位數，使得這些數中的任二個數都互不為“鄰居數”？(五分)

解：

十位數共有9×109個；若任二個數都互不為“鄰居數”，那麼前九位數字必不相同，所以我們可以選擇的十位數個數最多不超過所有九位數的個數9×108個。

對於任一個九位數，我們可以找到唯一的一個數字，與這個九位數的各位數字和恰為10的倍數；將這個數字加到這個九位數的最後，形成一個十位數。

如此造出來的的十位數中，若有兩數為“鄰居數”，那麼必有其中一數的各位數字和不是10倍數，產生矛盾。

所以最多可以寫下9×108個十位數，使得這些數中的任二個數都互不為“鄰居數”。
《成績是取六題的總和，考試時間四小時。》
第 1 頁，共 6 頁

_1146294438.unknown

_1146311275.unknown

_1146314715.unknown

_1146314732.unknown

_1146314746.unknown

_1146314810.unknown

_1146314741.unknown

_1146314730.unknown

_1146314691.unknown

_1146314712.unknown

_1146311446.unknown

_1146306939.unknown

_1146311080.unknown

_1146311141.unknown

_1146311151.unknown

_1146311159.unknown

_1146311129.unknown

_1146310999.unknown

_1146311010.unknown

_1146297416.unknown

_1146301827.unknown

_1146306582.unknown

_1146306710.unknown

_1146306732.unknown

_1146306595.unknown

_1146302106.unknown

_1146301782.unknown

_1146301810.unknown

_1146300326.unknown

_1146297376.unknown

_1146293838.unknown

_1146294232.unknown

_1146294362.unknown

_1146294390.unknown

_1146294257.unknown

_1146294016.unknown

_1146294222.unknown

_1146293977.unknown

_1146293852.unknown

_1146050372.unknown

_1146293686.unknown

_1146293785.unknown

_1146293799.unknown

_1146293699.unknown

_1146059203.unknown

_1146293661.unknown

_1146059084.unknown

_1138364377.unknown

_1138364451.unknown

_1138364473.unknown

_1138364428.unknown

_1138364321.unknown

_1138364345.unknown

_1138364367.unknown

_1138363459.unknown

_1138363365.unknown

