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(1)兩個連續正整數的乘積是否可以表示為兩個連續正偶數的乘積？(三分)
小淳：這一題是求
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正整數解。我試著代入
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值為1,2,3,4,5，結果得到的
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值都不是整數，不曉得該怎麼辨？

小地：其實你已經抓到一些重點了，我記得我作過“求
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這樣題目變成求“
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整數解”。所以利用
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	將上式加減下式，我們可得到：
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因此滿足題意的整數解為為：0
[image: image24.wmf]´

1=0
[image: image25.wmf]´

2，-1
[image: image26.wmf]´

0=0
[image: image27.wmf]´

2，0
[image: image28.wmf]´

1=-2
[image: image29.wmf]´

0及

-1
[image: image30.wmf]´

0=-2
[image: image31.wmf]´

0 但是沒有正整數解。

小君：小地的說法和我的想法有些不同。求整數解通常利用任一整數有質因數乘積分解的唯一性。所以我把
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[image: image33.wmf])

2

)(

2

(

b

x

y

a

x

y

+

-

+

+

利用比較係數法
[image: image34.wmf]4

2

2

=

+

b

a

，
[image: image35.wmf]1

-

=

-

a

b



 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]2

3

,

2

1

=

=

\

a

b

。
[image: image37.wmf])

1

(

4

2

+

=

+

y

y

x

x

等價於


[image: image38.wmf]4

3

)

2

1

2

)(

2

3

2

(

=

+

-

+

+

x

y

x

y

即
[image: image39.wmf]3

)

1

2

4

)(

3

2

4

(

=

+

-

+

+

x

y

x

y

，以下的解法就和小地一樣了。

小承：我也會一種最基本的解法。考慮
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所以
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所以
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所以不可能。

小淳：這種方法我喜歡！

小南：其實我只要一步就證明了，你們看
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小淳、小地、小君、小承：這是什麼意思呢？

小南：
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小淳：好難喔！你們的方法都太難了！

小承：若
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中某一數相等則另一數也必須相等，得出矛盾。若
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[image: image71.wmf]y

2

與
[image: image72.wmf]2

2

+

y

中間只有一個整數。

(2)設梯形
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的面積為1，其上底
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與下底
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的比值為1:2，令
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為對角線
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的中點，
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為直線
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與邊
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的交點，試求四邊形
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的面積。(四分)
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小淳：這題我是利用座標化來解，首先令
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的直線式求解，得到
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、
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四點坐標求面積，就可以了。可惜我把直線式的公式忘了。

小地：你用的是高中生解析幾何的作法，其實這題很容易的。先把
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延長為2倍成為
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(如圖)。這樣四邊形
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是平行四邊形。在
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因此四邊形
[image: image111.wmf]9

2

18

1

6

1

Δ

Δ

=

+

=

+

=

LBK

KBC

KLBC

。

小君：你為什麼想到延長
[image: image112.wmf]CB

為二倍呢？

小承：因為我對平行四邊形比較熟悉，作起來題目比較順手嘛！

小淳：我發覺在
[image: image113.wmf]AD

上取中點
[image: image114.wmf]F

連接
[image: image115.wmf]CF

好像也可以求出解答！

小南：對！您愈來愈能舉一反三了。其實，這個題目還有很多畫補助線的方法。

小南：在最後的步驟中，如果會用張景中教授的共角定理，答案一步就出來了。因為
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之面積為
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(3)(a)給定三種不同的顏色和一個
[image: image121.wmf]n

3

角柱，試證必可以將
[image: image122.wmf]n

3

角柱的頂點，塗上前述三種顏色之一，使得從任一頂點出發的三條稜邊所連的相鄰三個頂點上的顏色都不相同。(二分)（註：一個
[image: image123.wmf]m

角柱的兩個底為全等的
[image: image124.wmf]m

邊形。）
(b)給定三種不同顏色和一個
[image: image125.wmf]n

角柱，如果能將
[image: image126.wmf]n

角柱的頂點塗上前述三種顏色之一，使得從任一頂點出發的三條稜邊所連的相鄰三個頂點上的顏色都不相同，試證
[image: image127.wmf]n

是3的倍數。(三分)
(a)

小淳：當
[image: image128.wmf]3
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時，在上層三個頂點按順時針方向塗1, 2, 3顏色，下層頂點的顏色與它相鄰上層頂點的顏色相同。當
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時，上層6個頂點按順時針方向塗1, 2, 3, 1, 2, 3顏色，下層頂點的顏色與它相鄰上層頂點的顏色相同，依此下去，同樣作法即可。

小地：想法是對的，可是你的說法不嚴謹。同時，你也沒證明你的塗法符合題意。你必須證明你的作法是對的，不能要求老師們幫你檢查你的答案是對的。否則會被扣很多分。

小淳：那應如何寫呢？

小地：嚴謹的說明是應該用數學歸納法來證明，不然也應該用下列的說法。當
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的頂點，按順時針方向塗上顏色R, B, G, R, B, G, ……，第
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個點塗上顏色。它的順時針方向的下一個頂點是接著第1個頂點，在下層的頂點的顏色則與它相鄰上層頂點的顏色相同。這樣每個頂點在同層的左右頂點都與它本身顏色兩兩都不相同，所以每個頂點相鄰三個頂點都不相同。
(b)

小淳：令三種顏色為R, B, G。假設塗好顏色後使得任一頂點出發的三條稜邊所連的相鄰三個頂點上的顏色都不相同。令共有
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。我們令R的顏色號碼為1，B的顏色號碼為2，G的顏色號碼為3，每一頂點相鄰頂點所塗顏色號碼總和為
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如果我們改變R, B, G的顏色號碼為2, 1, 3，同理我們有
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因此，我們得到
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是3的倍數。

小君：我的想法和你差不多，但是比較簡單。我只考慮塗上顏色1的個數為
[image: image144.wmf]a

。則這
[image: image145.wmf]a

個頂點中每個頂點有3個相鄰的頂點，其中恰有1個是顏色1。所以這
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個頂點共有
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個相鄰的頂點(它們不會重複，否則重複的那個頂點會與2個顏色1的頂點相鄰)。

又題意告訴我們
[image: image148.wmf]n

角柱的每個頂點都會與1個顏色1的頂點相鄰。所以
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是3的倍數。

(4)能否在立方體的所有頂點上都安置一個自然數，使得每條稜的兩端所安置的數對必有倍數關係(倍數關係是指其中的一個數是另外一個數的倍數)，但沒有稜邊相連接的數對則沒有倍數關係？(五分)
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小淳：這題我試了很久都辦不到，例如
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就無法繼續了。所以我猜答案是辦不到。

小地：假設
[image: image159.wmf]B

A

|

。如果
[image: image160.wmf]C

B

|

那就有
[image: image161.wmf]C

A

|

。這就矛盾了。所以
[image: image162.wmf]B

C

|

但是
[image: image163.wmf]1

)

,

(

=

C

A

。同理
[image: image164.wmf]A

D

|

或者
[image: image165.wmf]C

D

|

都會產生矛盾。所以
[image: image166.wmf]D

A

|

，
[image: image167.wmf]D

C

|

。同樣的理由
[image: image168.wmf]D

E

|

，
[image: image169.wmf]F

C

|

，
[image: image170.wmf]F

E

|

，
[image: image171.wmf]B

G

|

，
[image: image172.wmf]F

G

|

，……

小淳：也就是說先把
[image: image173.wmf]A

點塗黑色，與它相鄰的塗白色，再把與白色頂點相鄰的頂點塗黑。則黑色頂點有
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，只要我們把黑點取不同的質數，那白色點是與它相鄰的黑色點上的數字乘積即可。

小地：別忘了，說明你的作法符合題意啊！
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小淳：差點忘了，我取
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，都不是倍數關係。
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小地：照你前面的說法答案有很多種：例如這8個頂點每個數同時乘上正整數
[image: image203.wmf]n

也可以。

小淳：嗯……，對！
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