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(1) 在
[image: image1.wmf]4

4
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方格表的16個方格中，每個方格填入一個數，使得每個方格的所有相鄰方格中的數之總和為1 (註：兩個相鄰的方格恰有一個共同的邊)。試求此方格表的16個方格中的數之總和。 
小淳：我造了一個例子( 如圖一 a )滿足題意，所以16個方格中的數之總和為6。另外我也找了一些滿足題意的例子，解答也都是6  。
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小承：這只是一些例子而已，不能代表16個方格中的數之總和一定是6呀！

小青：如果中間四個方格內的數都是0，由題意我們可以得到圖一(b)，其中
[image: image2.wmf]1
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+

b
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，所以16個方格中的數之總和等於
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小承：小青，我有個疑問？為什麼中間這四個方格內的數字都是0呢？你的答案並不完整呀。小怡，你怎麼作？

小怡：我有另外的想法，首先把16個方格內填入英文字母
[image: image4.wmf]P
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(如圖一d)，因為對每個字母而言，與它有相鄰邊的方格內的數字和為1，我以我們可輕易得到下面的等式：
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若我們令16個方格內的數字和為
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，則上面等式可簡化為
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因為
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，顯然這些變數都有解。所以，上面等式可進一步簡化為
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。證畢。
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小君：我有不同的作法，首先，我令圖一(c)的方格表裡四個角之方格內的數之總和為
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)，則小怡所得到的公式(1)即為
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當我們把與中間四個方格中每個方格所有相鄰方格內的數全部相加。我們得到
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當我們把與部份八個方格中每個方格所有相鄰方格內的數全部相加。則
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。所以方格表的16個方格中的數之總和為
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，再加上小淳剛剛所給的例子就算證畢了。

小承：非常好。小青，你呢？

小青：我的作法是：由題意可知道在方格表的中間四個方格內的數之總和為
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，利用小怡所舉的方格表，它們滿足(1)
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。原方格表可分解為如圖一(e)所示，所以我們可以輕易得到
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小君：如果解答這個題目時，只給我剛剛提出的證明而不給例子。是否也算完整的解答？

小承：應該是不可以，因為它可能是無解的。你沒有證明題意不會互相矛盾，你只是證明了：如果有解的話，則解答一定是6。但是照小怡的證明，她可以說是已經提出了解的存在性。

(2) 設
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為平行四邊形，點
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之中點，由點
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向直線
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作垂線，垂足為
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。試證：三角形
[image: image44.wmf]BCH

為等腰三角形。
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小君：如圖二(a)，作
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因此，我們有
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的外心。因此，我們可以得到
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是等腰三角形。證畢。

小淳：你怎麼會想到作
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的延長線於一點
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小君：因為線段
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，而我比較熟悉直角三角形的性質，很自然地想到把四邊形
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 擴大為直角三角形
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。
小淳：好棒喔！你怎麼會想到這樣的解呢？我都不會。

小君：因為題目給了我們
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，有關直角的公式常常考的有：直角三角形的斜邊中點是三角形的外心、畢氏定理等等。因為想到直角三角形的外心，所以我就想到作補助線
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，嘗試了一下就作出來了。
小青：很好，其實用畢氏定理也可以證明本題。如圖二(b)，延長
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小承：為什麼點
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的情形來討論，而這兩種情形類似，這樣子才算證明了這道題目。小加，你怎麼做這一題？

小加：我的想法是：假設
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(3) (a)在黑板上寫出100個不同的數。試證：我們一定可以找到8個數，使得這8個數的算術平均值不等於這100個數中任意9個數的算術平均值。

(b)在黑板上寫出100個數。已知在這100個數中任取8個數都可以在這100個數中找到9個數，使得這8個數的算術平均值等於所找到之9個數的算術平均值。試證：這100個數的數值都相等。

小琴：這個題意我會，可是我不會寫答案。要討論很多種情形。

小地：這是因為你沒把這
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個數排序，所以沒有辦法說清楚。
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的算術平均值不等於這100個數中任意9個數的算術平均值。理由很簡單：
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的算術平均值大於或等於
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的算術平均值，因此
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由於上面的推論結果與前提矛盾。所以題意便得證。
小地：對(b)部份，我會作
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的算數平均值會等於所找到9個數
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的算數平均值〞若且惟若〝這8個數
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的算數平均值會等於這9個數
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接著取
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必須被
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所整除，然而
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是任意取自
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個數中的一個，這表示所有的數都是
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的倍數。因此，
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也必須被
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所整除。令
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，則我們有
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，同理，我們可以繼續推導出
[image: image167.wmf]x

可以被
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所整除(對所有正整數
[image: image169.wmf]n

)，這種情況只有當
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x

時才會成立，意即這
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個數都必須為
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。它們均相同。所以要滿足題意必須是這
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個數都相同。

如果這
[image: image174.wmf]100

個數都是有理數。我們可以把每個數都乘以它們的分母之最小公倍數使這
[image: image175.wmf]100

個數都變成整數就可以了，證明完畢。

(作者註明：有關這100個數是實數，尚未發現到適合國中程度的解答。若讀者有答案可提供作者參考，不勝感激。)

(4) 己知在32個外觀相同的金幣中有兩個是假幣，這兩個假幣的重量與真幣的重量不同(每個真幣的重量都相等；兩個假幣的重量相等)。假若至多只能用天平稱4次(天平只能顯示兩堆金幣中那堆重量較重或兩堆重量相等)。試問：如何將這32個金幣分為重量相等的兩堆？

小淳：我最喜歡玩天平遊戲，我的作法是：

第一次在天平的兩端各放上16枚金幣(在秤重之前，我們將32枚金幣等分成兩堆)，若天平的兩邊相等(天平呈平衡狀態)，則依題意得證。

若天平的兩邊不相等，不失一般性，我們可以令天平左盤的重量
[image: image176.wmf]>

右盤的重量。此時兩枚假幣必定在天平的同一邊秤盤(可能在左邊，也可能在右邊)。第二次秤重，我們把天平左右兩邊的8枚金幣對調，則我們可以得到以下的結果：

(1) 若天平兩邊的重量相等，則依題意得證。

(2) 若左邊的重量
[image: image177.wmf]>

右邊的重量，則被對調的16枚金幣(左右兩邊各8枚)必為真金幣。因為
(a) 如果被對調的16枚金幣中有兩枚假幣存在，則天平不可能維持左邊比右邊重，我們得到的結果會是右邊的重量
[image: image178.wmf]>

左邊的重量，這樣會導致矛盾。(不合)
(b) 如果被對調的16枚金幣中有一枚假幣存在，則天平兩邊重量必相等，這和我們的前提不符。(不合)
(3)若左邊的重量
[image: image179.wmf]<

右邊的重量，則被對調的16枚金幣(左右兩邊各8枚)必有兩枚假幣。因為
(a) 如果被對調的16枚金幣中有沒有假幣存在，則天平必定維持左邊比右邊重，而不會是上述結果：左邊的重量
[image: image180.wmf]<

右邊的重量，這樣會導致矛盾。(不合)
(b) 如果被對調的16枚金幣中有一枚假幣存在，則天平兩邊重量必相等，這和我們的前提不符。(不合)



在上面討論中，不管是(2)或(3)，左右兩邊各找出了8枚金幣，而且這16枚金幣中恰有兩枚假幣，而且這兩枚假幣必定同時在天平的左盤或右盤。

第三次秤重，再把這16枚金幣中(指前一句話中的左右各8枚金幣)，左右各4 枚金幣對調。同理，我們可以找出左右兩邊各4枚，而且這8枚金幣中恰有兩枚假幣，而且這兩枚假幣必定同時在天平的左盤或右盤。


第四次秤重，再把這8枚金幣中，左右各2 枚金幣對調。同理，我們可以找出左右兩邊各2枚，而且這4枚金幣中恰有兩枚假幣，而且這兩枚假幣必定同時在天平的左盤或右盤。(在每次秤重中，天平的左右兩盤各有16枚金幣，若其中有一次使用天平使得左右兩邊重量相等，則依題意得證。)

這時，只要把這左右兩邊各兩枚的金幣個取1枚對調(指前一句話中的左右各2枚金幣)，，則兩邊的重量必定相等。
小君：很好，我的方法是把32枚金幣編為1~32號：
第一次秤重時，我將編號為1~16號的金幣放在天平的右邊，17~32號放左邊。若天平呈平衡，則滿足了題意要求。否則，不失一般性，若天平的左邊較右邊重，則兩枚假幣必定在天平的同一邊。

在秤第二次時，我將9~16號與17~24號的金幣互換，若平衡，則達到題意。這表示在互換金幣時已將兩枚假幣平均分配在天平左右兩邊。若還是左邊比右邊重，則剛剛所互換的金幣：9~16號與17~24號都沒有假幣存在。若是左邊比右邊輕，則剛剛所互換的金幣：9~16號與17~24號其中有一堆有兩枚假幣。




不失一般性，我們可以假設仍是左邊比右邊重，所以假幣存在於1~8號與25~32號的這兩堆金幣的其中一堆 ( 如上圖，每個○號代表兩個金幣 )。

在第三次秤重時，將5~8號與25~28號的金幣互換。同上面討論方式可分三種情形，若還是天平左邊較右邊重，則假幣必存在於1~4號與29~32號的這兩堆金幣的其中一堆。

秤第四次時，將編號3~4號與29~30號的金幣互換。若平衡，則達成題意。若不平衡，則：

( 若左邊比右邊重，兩枚假幣必在
[image: image181.wmf]}
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{

或
[image: image182.wmf]}

32

,

31

{

這兩堆其中一堆。這時只要從兩推金幣中各取一枚金幣互換即可完成。

( 若左邊比右邊輕，表示剛剛互換的兩堆金幣(
[image: image183.wmf]}

4

,
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與
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30

,

29

{

)必有一堆有兩枚假幣，在這兩堆金幣中各取一枚金幣互換即可完成。

所以這個方法只須利用天平四次即可達到題意要求。

小超：我討論了更一般的情形：

假設現在有
[image: image185.wmf]n

2

枚金幣要分成等重的兩堆，
[image: image186.wmf]n



 EMBED Equation.3  [image: image187.wmf]2

³

，其中有兩枚假幣。下面來證一個關鍵性質：即如何找尋兩個假幣。將
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，將
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，
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分為四堆，記作
[image: image195.wmf]A

，
[image: image196.wmf]C

， 
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，
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。集合
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個金幣構成，集合
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中金幣的總重量記為 
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，
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，
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。將
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的金幣分別放在天平的兩邊秤第一次，則有三種的可能：
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，即
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為相同重量的金幣集。

(2)
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，這時兩枚假幣必同時在集合
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中或同時在集合
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中。
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，結論和(2)相同。

在情形(2)及(3)，
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。這時將
[image: image220.wmf]D

A

U

及
[image: image221.wmf]C

B

U

的金幣分別放在天平的兩邊秤第二次，則有三種可能：
(1)
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，即
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為相同重量的金幣集。

(2)
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，為了證明方便，無妨假設假幣的重量比真幣重。當
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，可得出兩枚假幣在
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中，所以在
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，可推導出
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中有兩枚假幣，所以假幣在
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中。總之，對集合
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而言，它由
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個金幣構成，且
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中有兩枚假幣，或者
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而言，它由
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個金幣構成，且
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中有兩枚假幣。

(3)
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，和(2)一樣討論。

總之，在秤完第二次後，如果不能分成兩堆重量相同的金幣，問題將簡化為
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取
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或
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取
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n

的情形，而且已分好的兩堆它們重量不相等，即兩個假幣在其中一堆之中。

用上述方法，我們可以在
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時證明至多秤四次，就可以將金幣分為重量相同的兩堆。
因為 
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，秤第二次後，如果沒有達到目地，則化為情形
[image: image256.wmf]8
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。對
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，取
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，秤第三次後，如果同樣沒有達到目地，則化為情形
[image: image259.wmf]4
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。對
[image: image260.wmf]4
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，取
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，秤第四次後，如果同樣沒有達到目地，我們找到兩堆各由兩個金幣組成的集合，其中一個集合是由兩枚假幣所構成。從這兩個集合中各取一枚金幣互相交換，所以取出了一枚假幣換下另一集合中的一枚真幣。便將
[image: image262.wmf]32

枚金幣分成重量相同的兩堆。

小地：我也把金幣編號，但是以二進位法表示。

每個金幣的編號從
[image: image263.wmf]00000

,
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,
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,
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,…,
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。我把這32枚金幣分成五種二堆各16枚金幣，這五種分法完全獨立不相干擾。

第一種是把編號最左邊為0的金幣在天平左邊，而編號最左邊為1的金幣在天平右邊。

第二種是把編號左邊算來第二位為0的金幣在天平左邊，而編號左邊算來第二位為1的金幣在天平右邊。

第三種是把編號左邊算來第三位為0的金幣在天平左邊，而編號左邊算來第三位為1的金幣在天平右邊。

以此類推，共分為五種。因為兩個假幣編號不同，在某一位數是一定不同一個是0，另一個是1。所以這五種分法中至少有一種分法使天平兩邊平衡。我將其中四種分法拿來用天平秤重。如果平衡的情形發生，則得證；如果都無法使天平平衡，則不用秤就知道最後一種分法一定會使天平兩邊平衡。










































































































因為仍是左重右輕，所以9~16號與17~24號必是真金幣，它們不會影響之後的討論，接著就只要看剩下的16枚金幣。在秤第三次前，先將5~8號與25~28號的金幣互換，再用同樣方式來討論。
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第一次秤重：





圖 (一)





有假幣





(e)





當秤完第二次時，還是左重右邊，則所互換的金幣：9~16號與17~24號都沒有假幣存在，假幣必在於1~8號與25~32號這兩堆其中一堆。
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第二次秤重：
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