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(1) 設
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為四個自然數，它們的最小公倍數為
[image: image5.wmf]d

c

b

a

+

+

+

。試證：此四數之乘積
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可被3或5整除。
小淳：這題要如何切入呢？

小君：哈，我有個想法。不失一般性，我們可以先令
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的最大公因數為1。所以
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。這樣一來，問題化為
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的最大公因數為1，而且這告訴我「高次方等於一些一次式的總和」，這限制了
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的範圍，有這條件就好作多了。

小淳：小超，你也是這麼想的嗎？

小超：是的，我是這樣子討論的：因為
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小君：顯然，小超已經證明這一題了。小地，你怎麼做？

小地：從小超的證明中可以知道，我們可以把四個自然數看成它們的最大公因數為1來做。令
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(i) 若
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(ii) 當
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(iii) 當
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小青：當我作到
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的倍數，答案一大堆，作的好辛苦哩！還是小地的方法簡便多了。
小加：我的解法和小超的方法差不多，不過我是這麼想的：假設
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(2) 假設我們可以在正方體的六個面上找到
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邊形。試求
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小淳：這題我會，答案很簡單。

假設在正方體
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的稜邊
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上分別取中點，則這些中點的連線所成的正六邊形(如圖一a )，另外這個六邊形最多和這正方體的三個面相交，而且任何兩個相異平面的交集最多為一直線，每個面上最多有二個點，所以
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小青：不會吧！我得到的是正八邊形，你為什麼肯定最多和這正方體的三個面有交集呢？我是這樣子考慮的：在通過正立方體的對稱面上可以找到一個正方形
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，在正方形的每個邊適當的取2點，則這8個點的連線就是一個正八邊形。我找了一個例子：正立方體邊長為
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。(如圖一b )。
小承：都不對！你們只是找了一個例子，並無法證明是否
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小君：小淳提到「任何兩個不平行的平面交集最多為一直線」。若正立方體的六個面上可形成一個共平面的正
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小承：非常好！答案快出來了。

小君：因為
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[image: image205.wmf]12

=

n

的例子。

[image: image525.wmf]x

x

a

a

a

a

n

=

+

+

+

+

1

1

1

1

3

2

1

M


[image: image526.wmf]A

B

C

D

E

G

H

F

[image: image527.wmf]1

1

1

2

2

2

P

Q

S

R


[image: image528.wmf]x

x

a

a

a

a

n

=

+

+

+

+

1

1

1

1

3

2

1

M

[image: image529.wmf]1

P

2

P

3

P

6

P

L

1

d

2

d

3

d

12

d

11

d

A

B

C

D

E

G

H

F


[image: image530.wmf]B

A

l

T

h

£\

O

r

[image: image531.wmf]K

C

0.4

m'

w'


小超：我也說說我的想法吧。假設在正方體
[image: image206.wmf]ABCDEFGH

中，稜邊
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的中點為點
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截成一個正六邊形。(如圖一c )
若我們假設正六邊形的邊長為
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，它們每一個頂點不在正方體
[image: image238.wmf]ABCDEFGH

的同一個面。我們可以說：當
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多邊形的頂點至少會有三個點在正方體的同一面上，又因為這三個頂點不會共線，它們決定唯一平面，即為正立方體的一個面。然而這將導致正
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多邊形所有的頂點都在這一個平面上，於是產生了矛盾。

小君：你的解答和我的差不多嘛，只是你寫的比較正式一些。

(3) 已知三角形
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的三邊長分別為
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與射線
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上，分別選取兩點
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與射線
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小淳：我最害怕幾何了，完全不知道從何處切入。
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小承：我們可以先找一個特例看看有什麼訊息。因為
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，而常見的三邊不等長的三角形是直角三角形(
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)。假設直角三角形的三邊長分別為
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。依題意我們可以得到圖二(a)，
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小淳：但是這並不表示對一般的情形都成立呀！

小承：你的質疑是對的，如果我只是這樣子來證明這道題目，肯定是沒有分數的。因為對特例成立的事實並不能概括全部。所以我便猜想：對一般的不等邊三角形是否也可以如法炮製呢？

於是在一般的三角形
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由已知條件
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(4) 設
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為不等於零的整數，且下列恒等式對於所有使得左式連分數有意義的
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值均成立(所謂有意義是指連分數中的每一個分母都不為0)：


(a) 試證：
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為偶數；

(b) 試求
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的最小值。

小淳：(a)部份我這樣子做：在
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趨近很大值時，
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趨近很大值時，
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增大而遞減，所以矛盾。

小承：很好，但是你不能用敘述的，你要會用數學歸納法來證明才行。

小君：我知道，令
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假設
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會隨著
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增大而遞減，仍不恆等於
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會隨著
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也會隨著
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增大而遞減，仍然不會恆等於
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。由數學歸納法得知在
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為奇數時恆等式不可能成立。
小承：嗯，不過你的證明還是不夠嚴謹，而且你沒有充份的理由來說明「當
[image: image328.wmf]n

為偶數時，這個連分式會成立」。你只是討論
[image: image329.wmf]n

不可能是奇數。小超，你怎麼解這題？
小超：我們將方程式左邊由
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個數：
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可以得到以下的遞迴關係式：
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計算它的初值：因為
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所以
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在(a)部份依題意，對所有
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當題意成立時必須滿足
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必須為偶數。

小君：哇！小超，還是你的證明比較漂亮。有了
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為偶數，(b)部份就好辦多了。

小超：沒錯，由(a)部份，可以知道方程式成立時
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值必須為偶數，所以當
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 值，方程式
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上式對所有
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是滿足方程式恆成立的最小值。

(5) 在
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的方格表中塗上兩種不同的顏色，已知對於任意的
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列的方格)相同顏色的方格數量恆小於另一種顏色的方格數量。試證：每一行及每一列上兩種不同顏色之方格的總數都相等。

小地：我將塗上不同顏色的方格分別用數字
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與
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代替，則給定條件成立若且為若任何一列與任何一行的和必須為
[image: image384.wmf]0

。我們所要的結論是：每一列的和為
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是錯的。即每一行及每一列上兩種不同顏色之方格的總數都相等。

小超：我有另一種證明方法：

假設這一個
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的方格表所塗的顏色為黑白兩色，我們將每一個被塗上黑色的方格標上
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這便證明了
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(6) (a)有若干邊長為1公分的正方形黑色紙片，它們共同被一根直徑為0.1公分的釘子釘  在一塊白色的平面上。這些紙片拼成一個黑色的多邊形(可能是凸或凹多邊形)。試問：此黑色多邊形之周長有沒有可能超過1公里長？ (釘子不可以與任何一塊黑色紙片的邊緣接觸，必須在內部)；
(b)承上題，但假設釘子的直徑為0 (一個點)；

(c) 有若干邊長為1公分的正方形黑色紙片放置在一塊白色的平面上，這些紙片拼成黑色圖形(容許此圖形由數個多邊形所組成而這些多邊形中間可能有洞)。若此黑色圖形之周長為
[image: image419.wmf]p

公分，面積為
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平方公分。試問：
[image: image421.wmf]a
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能不能大於100000？





小淳：(a)部份我是這樣子做的：因為要將黑色正方形紙片拼成一個黑色的多邊形，且釘子不可以與任何一塊黑色紙片的邊緣接觸，所以我將釘子釘在黑色正方形紙片的中心點，每次旋轉角度為
[image: image422.wmf]q

角，得到的黑色多邊形為圖三(a)，當
[image: image423.wmf]q

角愈小，則黑色多邊形愈接近直徑
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的圓。假設共使用
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片黑色正方形紙片構成黑色正
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邊形，則黑色正
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邊形的總邊長會小於圓的周長
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。同理可得到在(b)部份中，若將釘子釘在黑色正方形的一個頂點上(如圖三b )，則黑色多邊形的總邊長會小於直徑
[image: image429.wmf]2
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的圓的周長。所以不管是(a)或(b)都不可能超過
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公里長。

小承：不對！首先在(a)部份，你所構造的多邊形雖然可以很接近直徑為
[image: image431.wmf]2

的圓，但是並不表示它的周長會小於這個圓的圓周長。其次，你所舉例的黑色多邊形只是諸多可能中的一種，並不能說明其他方法建構的黑色多邊形也會成立。你應該知道，即使你用這樣證明了這一道命題成立，但終究它只是個特例，並不算完成證明啊！

小淳：唉呀！我又犯了老毛病，總是拿一個例子就想證明一道命題成立。小承，那麼你怎麼做？

小承：雖然我知道你的方法不可行，但是我也不知道該怎麼下筆。小斯，你有任何想法嗎？

小斯：這題我想了好久，很不容易才證明出來，我是這樣做的：

(a)假設拼出之黑色多邊形為
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多邊形
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的周長
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為邊長之總和：
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(b)考慮在平面上劃上一個足夠大的方格表使得每一小方格的邊長為
[image: image459.wmf]2
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，以其中的一個方格點為圓心釘上半徑
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首先證明：在這平面上的任何一個單位正方形
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必有一根釘子在其內部。

如圖四(b)，令點
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為單位正方形
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的圓盤，則這些圓盤的聯集將覆蓋平面上所劃的『足夠大』的方格表。若整個平面是一個方格表，則這些圓盤將覆蓋住整個平面。（因為
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。這便證明了上述的論段。

接下來，我們可證明黑色多邊形
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至多包含有36個釘子。事實上，
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包含於以共同點
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現在，我們將多邊形
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中的黑色正方形紙片分成若干組，使得在每一組中的每一片黑色正方形紙片都包含著一根圓心在格子點上，半徑為
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公分，我們無法達成題目的要求。

(c)假設黑色多邊形
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