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International Mathematics Tournament of Towns 
環球城市數學競賽 

2011 秋季賽 高中組 高級卷 

※每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。 

1. 小皮在平面上標記了至少三個點，使得任兩點之間的距離都互不相同。若從
點 B出發到其它的點之距離最長的點是 A；從點 A出發到其它的點之距離最
短的點是 B，則稱點 A與點 B是一對「奇特的點對」。請問小皮最多可以得出
幾對「奇特的點對」？（四分） 

2. 已知0 a< , b, c, 1d < 且 (1 )(1 )(1 )(1 )abcd a b c d= − − − − 。請證明： 

( ) ( )( ) 1a b c d a c b d+ + + − + + ≥                         （四分） 

3. 在△ABC中，點 D、E、F分別為從點 A、B、C引出之高的垂足。點 P、Q
為點 F分別對 AC、BC的投影。請證明直線 PQ平分線段 DF與 EF。（五分） 

4. 是否存在一個凸 n邊形使得它的頂點都在拋物線 2y x= 上，且它的邊長都相

等？  
(a) 當 n=2011時； （三分） 
(b) 當 n=2012時？ （四分） 

5. 若一個正整數的每位數碼都不為 0，則我們稱此數為一個好數。若一個好數
的數碼由左至右嚴格遞增，則稱此數為一個「奇異數」。現給定一個好數，每

次操作可以在此數的數碼之左側、右側或中間添入或移除一個至少有 k位數
的「奇異數」。請問能將任何一個好數經過有限次上述操作變成任意另一個好

數的最大之 k值是什麼？（七分） 

6. 對於所有 n＞1，請證明 1 3 5 2 3 2 11 3 5 +(2 3) +(2 1)
n nn n− −+ + + − −⋯ 之值可以被2n整

除，但是不可以被 12n+ 整除。（七分） 

7. 在一個藍色的圓周上有 100個紅點，這些紅點把圓周分割為 100段弧，使得
這 100段弧之弧長恰好為 1、2、3、…、100單位以某種順序排列。請證明必
定存在兩條互相垂直的弦且它們的端點都是紅點。（九分） 

 

 

 

 

《成績是取最高得分三題的總和，考試時間五小時。》 
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