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第一部分：填充題，每小題 5 分，共 60 分 

1. 如果將 20127 除以 100，則餘數為         1           。 

【解】 
可知 17 7 (mod 100)≡ 、 27 49 (mod 100)≡ 、 37 43 (mod 100)≡ 、 47 1(mod 100)≡ 、

57 7 (mod 100)≡ ，故可判斷出數列{7 (mod 100)n }為一個以 7、49、43、1 這 4
個數為週期，依序循環出現的數列。 
因 2012 為 4 的倍數，故 2012 47 7 1(mod 100)≡ ≡ 。 

答：1 
2. 下圖中， ABCD 為一梯形，DC//AB、AD=BD、∠BDC=50°、∠CBD=30°、

∠ACB=70°，則∠CAD=         20°           。  

 
 
 
 
【解】 
由 DC//AB 可知∠DBA=∠BDC=50°；再由 AD=BD 可知∠DBA=∠DAB=50°；而

∠DCB=180°－∠CBD－∠BDC =100°，故∠DCA=100°－∠ACB =30°，再由

DC//AB 可知∠CAD=∠DAB－∠CAB =50°－30°=20°。 
答：20° 

3. 設 x 為整數，若
7 18
2 3
xy
x
+

=
+

也是整數，則所有可能的 y 值之和為        28       。 

【解】 

由
7 18 9 1 153 3
2 3 2 3 2 2(2 3)
x xy
x x x
+ +

= = + = + +
+ + +

也是整數知2 3x + 必為 15 的因數： 

(1) 2 3 15x + = ，即 6x = 、
1 13 4
2 2

y = + + = ； 

(2) 2 3 5x + = ，即 1x = 、
1 33 5
2 2

y = + + = ； 
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C 

B 
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(3) 2 3 3x + = ，即 0x = 、
1 53 6
2 2

y = + + = ； 

(4) 2 3 1x + = ，即 1x = − 、
1 153 11
2 2

y = + + = ； 

(5) 2 3 1x + = − ，即 2x = − 、
1 153 4
2 2

y = + − = − ； 

(6) 2 3 3x + = − ，即 3x = − 、
1 53 1
2 2

y = + − = ； 

(7) 2 3 5x + = − ，即 4x = − 、
1 33 2
2 2

y = + − = ； 

(8) 2 3 15x + = − ，即 9x = − 、
1 13 3
2 2

y = + − = ； 

故所求為 4+5+6+11－4+1+2+3=28。 
答：28 

4. 已知數列 1b 、 2b 、 3b 、…滿足 1
2

1n
n

n

bb
b
+

+
+

= ，其中 1n ≥ ，若 1 2b = 且 2 5b = ，

則 2012b 的值為          5          。 
【解】 

由 1 2b = 且 2 5b = 可知 3
5 1 3

2
b +
= = 、 4

3 1 4
5 5

b +
= = 、 5

4 1 35
3 5

b
+

= = 、

6

3 1
5 24

5

b
+

= = 、 7
2 1 53

5

b +
= = ，故可得知此為一個以 2、5、3、 4

5
、

3
5
為週期，依

序循環出現的數列。因 2012=5×402+2，故 2012 2 5b b= = 。 
答：5 

5. A、B、C、D 是某犯罪案件的 4 個嫌疑犯，警方已掌握並確定以下事實： 
     (1) 他們之中至少有一人犯罪； 
     (2) 除上述 4 個嫌疑犯，沒有其他人參與該犯罪案件； 
    (3) A 沒有犯罪； 
     (4) 若 C 犯罪，則他僅有一個同謀共犯； 
    (5) 若 B 犯罪，則他僅有兩個同謀共犯。 

則可確定犯罪的人是       D             。 

【解】 
若 B 犯罪，則由(3)、(5)知 C、D 必為同謀犯罪，此時與(4)矛盾，故 B 沒犯罪； 
若 C 犯罪，則由(3)、(4)、(5)知 D 必為同謀犯罪，符合題意； 
若 C 沒犯罪，則由(1)知 D 必為犯罪，符合題意； 
故可確定 D 必定犯罪，A、B 必沒有犯罪而 C 則無法確定是否犯罪。 

答：D 



6. 已知 ABCD 為一梯形，其中 AB//CD 且 AB>DC，M 及 N 分別為 AC 及 BD
的中點，若 AB=30，MN=6，則 CD=__18___。 

【解】 
如圖，令 O 為 AC、BD 交點。 
因 M 及 N 分別為 AC 及 BD 的中點， 
故知 MN//AB//CD， 
因此 OM：OB=MN：AB=6：30=1：5。 
此時可令 OM=a，則 OB=5a，即 MB=4a。 
因 M 為 BD 中點，故 MD=MB=4a， 
則可得知 OD=3a。 
因 MN//CD，所以 CD：MN=OD：OM=3a：a=3：1。因 MN=6，所以 CD=18。 

答：18 
7. 已知△ABC 為直角三角形，其中∠CAB=90°、AB = 24、AC = 32，將此三

角形摺起來，使得頂點 B 和 C 重合，則摺痕 DE 之長為        15         。 

【解】 
可知 2 232 24 40BC = + = ，且 D 為 BC 中點。 
連接 BE 並令 AE 長度為 a，則由 DE 為 BC 中垂線

知 BE=CE=32－a，則利用畢氏定理可得知： 
2 2 2(32 ) 24

64 448
7

a a
a
a

− = +
=
=

 

故知 2 2(32 7) 20 15DE = − − = 。 
答：15 

8. 圖中 ABCD 為一正方形，EC=7、AE=13，則正方形 ABCD 的面積=144。 

【解】 
如圖，過 E 點作垂線 EF 交 AB 於 F 點，並令正方形邊長為

a，則利用畢氏定理可得知： 
2 2 2 2

2

13 ( 7) 2 14 49
0 7 60
0 ( 12)( 5)

a a a a
a a
a a

= + − = − +
= − −
= − +

 

因 a 不可能為負數，故知 a=12，即正方形 ABCD 的面積為

144。 
答：144 

9. 從 0、2、4、6、8 五個數碼中取出三個相異數組成有序三元組(a, b, c)，使

得一元二次方程式 2 0ax bx c+ + = 有實數根，其中 0a ≠ ，則這樣的有序三

元組(a, b, c)共有        18        組。 

【解】 
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可知判別式 2 4b ac− 需為正數，故： 
(1) 若 ac=0，即 c=0 時，則判別式 2b 即為正數，故共有 4×3=12 組； 
(2) 若 0ac ≠ ，則可知 2 4 8ac ≥ × = ，即4 32ac ≥ ，故 2 32b ≥ ，因此 b=6 或 8： 

若 b=8，則知 2 4 64 4 0b ac ac− = − > ，即8 16ac≤ < ，故可取(a, c)=  
(2, 6)、(6, 2)、(2, 4)或(4, 2)共四組解；  
若 b=6，則知 2 4 36 4 0b ac ac− = − > ，即8 9ac≤ < ，故可取(a, c)=(2, 4)
或(4, 2)共二組解。  

因此共 12+4+2=18 組解。 
答：18 組 

10. 已知 a、 b、 c 為整數，其中 0b ≠ ，若 11a b c− + = 且 2b ac= ，則滿足這些

條件的 a 最大值為          11         。   

【解】 
由算幾不等式可知 2a c ac+ ≥ ，故： 
若 0b > ，則有11 2b b+ ≥ ，即0 11b< ≤ ； 

若 0b < ，則有11 2b b+ ≥ − ，即
11 0
3

b− ≤ < 。 

因此可得知 b 的取值為 3− 、 2− 、 1− 、1、2、3、4、5、6、7、8、9、10 或 11。 
此時可造表如下： 

11a c b+ = +  8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
2ac b=  9 4 1 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121

其中僅 a+c=22、ac=121 有整數解，故知 a=b=c=11。 
答：11 

11. 小於 500 的正整數中，其數碼之和為 6 的共有        25        個。 

【解一】 
可將一位數 a 視為00a的三位數、二位數bc視為0bc的三位數，則可利用把 6 寫

成數碼之和的方式來加以考慮。 
(1) 6=6+0+0，此情形共有三個數碼和為 6 的三位數：600、060、006，但須排

除不合題意的 600，故共有 2 個； 
(2) 6=5+1+0，此情形共有 6 個數碼和為 6 的三位數，但須排除不合題意的

510、501，故共有 4 個； 
(3) 6=4+2+0，此情形共有 6 個數碼和為 6 的三位數； 
(4) 6=4+1+1，此情形共有 3 個數碼和為 6 的三位數； 
(5) 6=3+2+1，此情形共有 6 個數碼和為 6 的三位數； 
(6) 6=3+3+0，此情形共有 3 個數碼和為 6 的三位數； 
(7) 6=2+2+2，此情形共有 1 個數碼和為 6 的三位數； 
故所求共有 2+4+6+3+6+3+1=25 個。 
【解二】 
設 N 為數碼和為 6 且小於 500 的正整數。 



若 N 為一位數，則 N 僅可能為 6，因此 N 的可能值共有 1 個； 
若 N 為二位數，由 6+0=1+5=2+4=3+3 知 N 的可能值共有 1+1×2+1×2+1=6 個； 
若 N 為三位數且百位數為 1，由 5+0=1+4=2+3 知 N 的可能值共有 1×2+1×2+1×2 
=6 個； 
若 N 為三位數且百位數為 2，由 4+0=1+3=2+2 知 N 的可能值共有 1×2+1×2+1 
=5 個； 
若 N 為三位數且百位數為 3，由 3+0=1+2 知 N 的可能值共有 1×2+1×2=4 個； 
若 N 為三位數且百位數為 4，由 2+0=1+1 知 N 的可能值共有 1×2+1=3 個； 
故所求共有 1+6+6+5+4+3=25 個。 

答：25 個 

12. 已知
3

0 1 2
2

2n
na a a a +⎛ ⎞+ + + + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，則

1 4 7 100

1 1 1 1
8 7 8 7 8 7 8 7a a a a

+ + + +
− − − −

= 34
309

。 

【解】 
3 3 2

0 1 2 0 1 2 1
2 1 3 9 7( ) ( )

2 2 8n n n
n n n na a a a a a a a a −
+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + − + + + + = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

故 2
3 1

1 1 1 1 1 1( )
8 7 3(3 1) 9(3 1) 3(3 1)(3( 1) 1) 9 3 1 3( 1) 1ka k k k k k k+

= = = −
− + + + + + + + + +

， 

因此

1 4 7 100

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(1 )
8 7 8 7 8 7 8 7 9 4 4 7 7 10 100 103

1 102
9 103
34

309

a a a a
+ + + + = − + − + − + + −

− − − −

= ×

=

 

答：
34
309

 

第二部分：計算證明，每題 20 分，共 60 分 
( ) 

1. 設 p 為正質數，試求所有可能的 p 值使二次方程式 2 25 3 24x x p p− = + + 有

正整數解。 

【解】 
若 p 為偶質數 2，則二次方程式為 2 5 38 0x x− − = ，此方程無整數解，故不合，

因此 p 為奇質數。 



可知該二次方程式的判別式須為一個完全平方數，故令 
2 2 2 25 4(3 24) 12 4 121K p p p p= + + + = + + ， 

即4 (3 1) ( 11)( 11)p p K K+ = + − ，故知 p 整除 11K + 或 11K − ，因此存在正整數 a
使得 11K pa= + 或 11K pa= − 。 
若 11K pa= + ，則知4 (3 1) ( 22)p p pa pa+ = + ，即 2(12 ) 2(11 2)a p a− = − ，故可 
得知 22 | (12 )a− ，因此 a=2、p=5，此時二次方程式為 2 5 104 0x x− − = ，二根為

13、 8− ，滿足題意； 
若 11K pa= − ，則知4 (3 1) ( 22)p p pa pa+ = − ，即 2( 12) 2(11 2)a p a− = + ，故可

知 22 | ( 12)a − ，因此 a 為大於 2 的偶數。再令 2a b= ，其中 2b ≥ ，則有

2( 3) 11 1b p b− = + ，即 2

11 1 3
3

bp
b

+
= ≥

−
。可知 

211 1 3 9 10 (3 11)b b b b+ > − ⇒ > −  

即3 2b≥ ≥ ，故知 b=2 或 3。若 b=2，則 p=23；若 b=3，則
17
3

p = ，不合。因此

p=23，此時二次方程式為 2 5 1634 0x x− − = ，二根為 43、 38− ，滿足題意。 
故所求為 5 與 23。 

答：5 與 23 
2. 直角三角形△ABC 中，∠B 為直角而 AC 為斜邊，點 1P、 2P 、…、 7P 將 AC

邊分為 8 等分，已知 2 2 2
1 2 7 70BP BP BP+ + + = 公分，請問 AC 的長度為多

少公分？ 

【解】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
如圖，令 nA 為 nP 在 AB 邊上的垂足、 nC 為 nP 在 BC 邊上的垂足。 
則由畢氏定理可知 

2 2 2
1 2 7

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 2 7 2 7( ) ( ) ( )

BP BP BP

A P C P A P C P A P C P

+ + +

= + + + + + +
 

因點 1P、 2P 、…、 7P 將 AC 邊分為 8 等分，故可知 1 1n nP A nP A= 、 1 18BC P A= 、

8 8 7 7n nP C nP A− − = 、 7 78AB P C= 。令 1 1P A a= 、 7 7P C b= ，則可知 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2 2 7 2 7
2 2

( ) ( ) ( ) (1 2 3 7 )( )
140( )

A P C P A P C P A P C P a b
a b

+ + + + + + = + + + + +
= +

 

A 

C B 

1P
2P

3P
4P

5P
6P

7P

1A
2A
3A
4A
5A
6A
7A

1C 2C 3C 4C 5C 6C 7C



即可得知 2 2 70 1
140 2

a b+ = = 。 

因 2 2 2 2 264( )AC AB BC a b= + = + ，故 32 4 2AC = = 公分。 
答： 32 4 2= 公分 

3. 在下面 3×3 的九宮格內，將九個不同的數字 1、2、3、4、5、6、7、8、9
分別填入不同的小方格中，使得七個三位數abc、def 、 ghi 、adg 、

beh、cfi和aei都能被 11 整除；求三位數ceg 的最大值。  

a b c 

d e f 

g h i 
【解】 
因abc、def 、 ghi 、adg 、beh、cfi和aei都能被 11 整除，故知a c b+ − 、

d f e+ − 、 g i h+ − 、a g d+ − 、b h e+ − 、c i f+ − 和a i e+ − 之值為 0 或 11，
即此七式之和3 2 3 2 3 3( ) 2( )a c e g i a i e c g+ − + + = + − + + 為 11 的倍數。 
因a i e+ − 之值為 0 或 11，故2( )c g+ 為 11 的倍數，即 11c g+ = 。 
而由 e 的取值，可決定a i e+ − 、b h e+ − 、d f e+ − 的取值，即 (a, i)、(b, h)與
(d, f)這三對數字的取值。 
因 
( ) ( ) ( ) 3

( ) 4
45 11 4
34 4

a i e b h e d f e a b d f h i e
a b c d e f g h i c g e

e
e

+ − + + − + + − = + + + + + −
= + + + + + + + + − + −
= − −
= −

 

故知34 4e− 必為 11 的倍數，此時僅 e=3 可滿足。 
而當 e=3 時， a i+ 、b h+ 、d f+ 的取值為 3 或 14，即(a, i)、(b, h)與(d, f)這三

對數字的取值為(1, 2)、(5, 9)與(6, 8)這三對，此時剩下 7、4 未確定，其和恰為

11，故知此即為(c, g)的取值範圍，而因要求出ceg 的最大值，不妨令c g> ，則

可知 c=7、g=4，而可利用如下的填法完成題目所要求之九宮格： 

1 8 7 

5 3 9 

4 6 2 

因此ceg 的最大值為 734。                                                                           
 答：734 


