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2011 年青少年數學國際城市邀請賽 
參賽代表遴選個人賽決賽試題 

 
編 號:_________   縣市：______________     校 名:________________  

                                              姓 名:_____________       性別: □ 男  □ 女 

作答時間: 二 小 時 
第一部分：填充題，每小題 5 分，共 60 分 
 (注意：請將答案直接填入各題預留空白處，不需列出計算過程) 

 

1. 用 1、2、3、4 四個數字共可組成 256 個不同的四位數，其中數字可以重覆， 

則此 256 個四位數的總和為____________。                 Ans: 711040 
 

2. 設 a, b, c 均為實數，若 N = 
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；則 N 的最小值為

_____________。                                                                                          Ans: 1 2 3+  
    
3. 設 a為正整數並使方程式 ( ) ( )2 2 2 1 4 3 0ax a x a+ − + − = 至少有一個整數根，則 a的

所有可能之值的和為_____________ 。                   Ans:  20 
 

4. 設有 20 段長度分別為 1, 2, ..., 20 的線段，欲從中任意挑選 3 線段來構成一個

任意兩邊長的差至少為 2 至多為 7 的三角形，問滿足該條件的相異挑選方法

共有多少種? ____________。                                                         Ans: 110 
 
 

5. 已知 a, b, c, d 為四相異有理數且滿足
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則 )2)(2( cbca ++  之值為______________。                                       Ans: -3 
 
6. 甲、乙兄弟兩人在同一個工廠工作，由於工作性質不同，他們按照自己的工

程表上班，甲的工作日程表是工作 5 天接著休息 2 天，乙的工作日程表是工

作 7 天接著休息 3 天；若兄弟兩人在同一天進入工廠開始工作，則在此後的

2011 天中，他們共同休息的日子共有_____________天。          Ans: 172 
 
7. 甲乙兩人玩猜字母遊戲，甲可從 a, b, c, d, e, f, g, h 這 8 個字母中任意選兩個 

  字母並寫在一張卡片上(每張卡片寫兩個字母，且可寫許多張)，而乙可任意   

  從這 8 個字母中選出四個字母;試問甲至少要寫多少張卡片，才能保證他所  

  寫的卡片中至少有一張卡片上面的字母一定不會出現在乙所選出的四個字 

  母中。_____________                                    Ans: 7 
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8. 若α 和 β 均為正整數且方程式 036 2 =+− βαxx 的兩根都大於 2 且小於 3， 

則 αβ − 之值為_____________。                               Ans: 27 
 

9. 右下圖中，已知正三角形 ABC 的邊長為 4，D 為 BC 邊上的一點，線段 DC 
長為 1，若以 AC 邊為對稱軸，D 的對稱點為 E;而以 AB 邊為對稱軸，D 的
對稱點為 F。則線段 EF 的長為_______________。                              Ans: 39  

 
 
 
 

 

 

10. 如右下圖，已知 , ,P Q R分別為 ABC∆ 三邊 , ,AB BC CA的中點，BR與 ,PQ AQ分別

交於 ,E F 兩點;若 ABC∆ 的面積為 100，則 QEF∆ 的面積為__________。  

Ans: 
6
25

（或
6
14 ） 

 
                                                                                                   
 
 
 
 
 
 
 
11. 已知正整數 1 2 3 8 9 10, , ,..., , ,a a a a a a 滿足 1 2 3 8 9 10...a a a a a a< < < < < < ， 

若 2 2 2 2
1 2 3 10... 2011a a a a+ + + + ≤ ，則 8 3a a− 的最大值為__________。 

                                                                                                                Ans: 20 
 

         
12. 如右下圖，六邊形 BCDEFG 是將一個長方形 ACDP剪去兩個直角 

三角形所形成，長方形 ACDP的長和寬分別為 9,6 == CDAC ，又

3=== GFAGAB ， 2=DE 。設在六邊形 BCDEFG 區域中找出面積 

最大的長方形HUJK ，其中KH 平行CD，KJ 平行 AC ;  

則長方形HUJK 的面積為______________。      Ans: 
28

729
（或

28
126 ） 
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第二部分：計算證明，每題 20 分，共 60 分 
(注意：在答案卷上請依題號作答，須詳列過程及說明理由) 

 

1. 如圖，在△ABC 中，設 P, Q 為 BC 邊上的兩點，使得 BACPAQ ∠=∠
2
1

， 

而 X 為 AB 邊上的一點，Y 為 AC 邊延長邊上的一點，使得 APQXPA ∠=∠ 及  

   AQPYQA ∠=∠ 。求證 QYPXPQ +=  
 
 
 
 
 
【參考解答】 
在BC邊上取一點M，使得 BAPMAP ∠=∠ ，則 
  可證得 AXPAMP ∆≅∆ （ASA） 
所以 PMPX =  
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同理可證得 
QMQY =  

 因此  PQQMPMQYPX =+=+  
 
 
 
 
2.在正整數 1, 2, ..., 2011 中，有多少個整數可以表示為[5x]+[15x]+[25x]的形式，

其中 x 為實數？(對於任意實數 y ，符號[y]表示為不大於 y 的最大整數。) 
 
【參考解答】 
令 )(xf =[5x]+[15x]+[25x]，則 
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故若整數 n 可以表示為 )(xf 的形式，則 n+9k 也可以表示為 )(xf 的形式，其中 k 為正整數，

故可先從 1~9 中有多少個數可表示成 )(xf 的形式來考慮。 

當 )
25
1,0[∈x 時， )(xf =0；當 )

15
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=x 時， )(xf =9。故知 1～9 中，有 1、2、3、4、5、6、9 共 7

個數可表示成 )(xf 的形式；再因 2011=9×223+4，故共有 7×223+4=1565 個數。 



3. 設有 3個網球選手代表隊，每隊的人數都不相同，比賽情形為不同隊的任意

兩名隊員都進行一場單打比賽，但同隊的隊員則不互相進行比賽。已知比賽

總共進行了 36 場單打比賽，試求三個代表隊的人數各有多少人? 
 

【參考解答】 
 
設三個代表隊的人數分別為 a, b, c，且可假設 cba << 。 

由題意可知 36ab ac bc+ + = 。 

若 1a = ，則36 b c bc= + + 。 

可知 1 ( 1)( 1) 37 1 37bc b c b c+ + + = + + = = × ， 

求得 0b = ，不符合。 

 

若 2a = ，則36 2 2b c bc= + + 。 

可知 2 2 4 ( 2)( 2) 40 1 40 2 20 4 10 5 8bc b c b c+ + + = + + = = × = × = × = × ， 

求得 0b ≤ ， 2b = 或 3b = ， 

但 2b = 表示有兩隊的人數相同，不符合。 

可知 3b = ，此時 6c = 。 

 

若 3a = ，則36 3 3b c bc= + + 。 

可知 3 3 9 ( 3)( 3) 45 1 45 3 15 5 9bc b c b c+ + + = + + = = × = × = × ， 

求得 2b ≤ ，與 a b≤ 的假設不符合。 

 

若 4a ≥ ，則 4 4 4 4 4 4 48 36ab ac bc+ + ≥ × + × + × = > ，不符合要求。 

 

可得知 2a = ， 3b = ， 6c = 。即三個代表隊分別有 2人，3人，6人。 

 
 


