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※每題必須詳細寫下證明及理由，只寫答案不一定有分數。 
 

1. 是否任何正整數乘以 1、2、3、4、5中的一個數都可以使得所得之乘積為以
1開頭的數？（四分） 

【參考解法】 

可知 n 位的正整數 A皆可寫成 110na b−× + ，其中 a為非零數碼、b是位數至
多為 1n − 的非負整數。 

若 1a = ，則 1 11 1 10 2 10n nA A b− −× = = × + < × ，即首位數為 1的正整數乘以 1之
後所得的乘積即為首位數為 1的正整數； 

若 2a = ，則 1 15 2 10 5 5 10 5 10 5 10n n n nA b b− −× = × × + × = + < + × 、 

5 10 5 10n nA b× = + > ， 
即首位數為 2的正整數乘以 5之後所得的乘積即為首位數為 1的正整數； 

若 3a = ，則 1 1 1 14 12 10 4 12 10 4 10 16 10n n n nA b− − − −× = × + < × + × = × 、 
1 14 12 10 4 12 10n nA b− −× = × + > × ， 

即首位數為 3的正整數乘以 4之後所得的乘積即為首位數為 1的正整數； 

若 4a = ，則 1 1 14 16 10 4 16 10 4 10 2 10n n n nA b− − −× = × + < × + × = × 、 
1 14 16 10 4 16 10n nA b− −× = × + > × ， 

即首位數為 4的正整數乘以 4之後所得的乘積即為首位數為 1的正整數； 

若5 9a≤ ≤ ，則 1 1 12 18 10 2 18 10 2 10 2 10n n n nA b− − −× ≤ × + < × + × = × 、 

                          12 10 10 1 10n nA −× ≥ × = × ， 
即首位數為 5、6、7、8、9的正整數乘以 2之後所得的乘積即為首位數為 1
的正整數。 

【評分標準】 

� 只觀察出首位數為 1的正整數滿足題意，
1
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� 過程正確，但誤認題目為「是否存在一個正整數分別乘以 1、2、3、4、5之

後所得之乘積都是首位數為 1的正整數」，
5
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� 僅給答案「是」而無過程或說明錯誤，不予給分。 

2. 將一個矩形分割為幾個全等的不等腰直角三角形。對於所有的情況，請問是
否一定會有其中的兩個三角形構成一個矩形？（四分） 

【參考解法】 

下圖左為2 3× 的矩形、下圖右為3 3× 的矩形，可依如圖所示的方式分別

分割成 4個、6個全等的30 60 90° − ° − °三角形，且不存在兩個三角形構成一
個矩形： 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

【評分標準】 

� 舉出一個實例，
7
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3. 三個人玩「剪刀、石頭、布」猜拳遊戲，每一輪三人都同時出拳。石頭贏剪
刀、剪刀贏布、布贏石頭。在同一輪中，若恰出現有二種不同的拳，意即恰

有二人出同一種拳、另一人出其它的拳，此時贏的某一人得一分或某二人各

得一分，其它的情況則為和局沒有人可得分。經玩過數輪後，三種不同的拳

所出現的總次數都相同，請證明此時得分總和為 3的倍數。（五分） 
【參考解法 1】 
假設共玩 n輪，並對 n利用數學歸納法證明。 
對於僅有 1n = 輪時，此時因三種不同的拳所出現的總次數都相同，即這一輪
剪刀、石頭、布各出現一次，所以三人平手，此為和局，所以三人的總得分

是 0分，恰為 3的倍數。 
假設玩 n 輪後，若三種不同的拳所出現的總次數都相同，此時得分總和為 3
的倍數成立。 
現考慮玩 1n +  輪後，三種不同的拳所出現的總次數都相同的情況。可知若
每一輪皆為和局使得三人得分總和為 0分，則 1n +  輪後得分總和仍為 0分，
恰為 3的倍數。而若有任何一輪是剪刀、石頭、布各出現一次，則可忽略此
輪而僅考慮其餘 n 輪的情況，再由此時其餘 n 輪三種不同的拳所出現的總次
數仍相同知得分總和為 3的倍數。因此現可僅討論各輪皆沒有剪刀、石頭、
布各出現一次的情況，且至少有一輪三人的總得分為 1分或 2分。 
若這一輪為「剪刀、石頭、石頭」，則由三種不同的拳所出現的總次數都相

同可以判斷出存在另外一輪裡至少有一個布，即此輪為「布、布、布」、「布、

布、石頭」、「布、布、剪刀」、「布、石頭、石頭」或者「布、剪刀、剪刀」。

不論是那一種情況，都可將其中一個布與「剪刀、石頭、石頭」裡的一個石

頭交換，此時分數的變化如下表所示： 

原始的情況 
原始三人

總得分 
交換後的情況 

交換後三人

總得分 
分數變化 

「布、布、布」 0 「布、布、石頭」 2 2+  
「布、布、石頭」 2 「布、石頭、石頭」 1 1−  
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1 

1 

1 

2 

2 3
3

3 3 3

3

3

1 

1 

1 
1 2 

2 

2 
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「布、布、剪刀」 1 「布、石頭、剪刀」 0 1−  
「布、石頭、石頭」 1 「石頭、石頭、石頭」 0 1−  
「布、剪刀、剪刀」 2 「石頭、剪刀、剪刀」 1 1−  
而因在交換前，「剪刀、石頭、石頭」這一輪三人總得分為 2分，交換後變
為「剪刀、石頭、布」，即三人總得分減少 2分，故所有輪數總得分合計減
少 3分或不變，且此時可將變為「剪刀、石頭、布」這一輪忽略而僅考慮其
餘 n 輪的情況，再由此時其餘 n 輪三種不同的拳所出現的總次數仍相同知得
分總和為 3的倍數。 
同樣地，若三人總得分為 1分或 2分的這一輪情況為「布、布、石頭」、「布、
布、剪刀」、「布、石頭、石頭」、「布、剪刀、剪刀」或「石頭、剪刀、剪刀」，

一樣可利用此種交換的想法而證出，此即證明了玩 1n + 輪後，若三種不同的
拳所出現的總次數都相同，此時得分總和為 3的倍數成立。 
 

【參考解法 2  劉得徵解法】 
可將「剪刀、石頭、布」猜拳遊戲每一輪所有可能的情況與三人總得分的情

形列表如下： 
情況 三人總得分 

1 「剪刀、石頭、布」 0 
2 「剪刀、剪刀、剪刀」 0 
3 「石頭、石頭、石頭」 0 
4 「布、布、布」 0 
5 「剪刀、剪刀、布」 2 
6 「剪刀、布、布」 1 
7 「石頭、石頭、剪刀」 2 
8 「石頭、剪刀、剪刀」 1 
9 「布、布、石頭」 2 
10 「布、石頭、石頭」 1 

現已知經過數輪後三種不同的拳所出現的總次數相同，故刪除發生情況 1的
輪後，得分總和不變，且三種不同的拳所出現的總次數仍相同；接著再刪除

發生情況 2、3、4的輪後，得分總和不變，且任二種不同的拳所出現的總次
數的差必為 3的倍數，此時觀察布出現的次數與剪刀出現的次數。因在情況
5、6、7、8、9、10中，布出現的次數依序比剪刀出現的次數多了 1− 、1、 1− 、

2− 、2、1次，故若情況 5、6、7、8、9、10分別發生了 a、b、c、d、e、f
輪，則布出現的次數與剪刀出現的次數的差為 2 2a b c d e f− + − − + + ，此為

3的倍數，即 2 2 0 (mod3)a b c d e f− + − − + + ≡ ，而總得分為 
2 2 2 2 2

0 (mod3)

a b c d e f a b c d e f+ + + + + ≡ − + − − + +
≡

 

即總得分為 3的倍數。 
 
 



 

【參考解法 3  周奕寬解法】 
定義「A計分」如下： 
每一輪中，每出現一次剪刀得 1分、每出現一次石頭得 0分、每出現一次布
得 1− 分，則每一輪會出現的情況之三人總得分與 A計分如下： 

情況 三人總得分 A計分 
1 「剪刀、石頭、布」 0 0 
2 「剪刀、剪刀、剪刀」 0 3 
3 「石頭、石頭、石頭」 0 0 
4 「布、布、布」 0 3−  
5 「剪刀、剪刀、布」 2 1 
6 「剪刀、布、布」 1 1−  
7 「石頭、石頭、剪刀」 2 1 
8 「石頭、剪刀、剪刀」 1 2 
9 「布、布、石頭」 2 2−  
10 「布、石頭、石頭」 1 1−  

可發現每一種情況中，三人總得分與 A計分之和都是 3的倍數，即經過數輪
後，三人總得分與 A計分的總和也都是 3的倍數。現已知三種不同的拳所出
現的總次數都相同，故 A計分的總和為1 0 ( 1) 0+ + − = 的倍數，此仍為 0，所
以三人的得分總和是 3的倍數。 
 

【評分標準】 

� 觀察出有任何一輪是剪刀、石頭、布各出現一次，則可忽略此輪的現象，
1
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� 若直接證明時，僅證出每一輪都恰有二人出相同拳時的情況而未考慮可能有

三人出相同拳的情況，至多
2
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� 僅討論不同的輪之間交換拳的方式，但未驗證滿足題意或未清楚說明全部的

交換方式，至多
4
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4. 在△ABC中， 90C∠ = °，點 K、L、M分別在邊 CA、BC、AB上，使得 AK BL= 、

KM LM= 且 90KML∠ = °。請證明 AK KM= 。（五分） 
【參考解法 1】 
因 90BCA∠ = °，故 90KAM LBM∠ + ∠ = °。 
因 90KML∠ = °，故 90KMA LMB∠ + ∠ = °  。 
若 AK KM> ，則有BL LM> 且因此知

KAM KMA∠ < ∠ 、 LBM LMB∠ < ∠ ， 矛盾。
同樣地，若 AK KM< 也會得到類似的矛盾結

果，故 AK KM= 。 
 

A 

M 

C B 

K 

L 



 

【參考解法 2 曾暐富解法】 
在直線 BC上取異於點 B的一點 N使得
BL LN= ，連接 NM，如圖所示。 
因 180CKM AKM∠ + ∠ = °、

360 180CKM NLM C KML∠ + ∠ = ° − ∠ − ∠ = °，
所以 AKM NLM∠ = ∠ ；再因 AK BL LN= = 、

KM LM= ，故得知△AKM ≅△NLM，即有
AMK NML∠ = ∠ 。 
而因 90KML∠ = °，故 90AMK LMB∠ + ∠ = °， 
所以 90NMB NML LMB∠ = ∠ + ∠ = °，即可得知點 L是直角三角形 BMN斜邊 BN
上的中點而 AL是斜邊 BN上的中線，因此有LM BL= ，即 AK KM= 。 
 
【參考解法 3 劉得徵、葉少鵬解法】 
連接 CM。 
因 AKM KCM KMC∠ = ∠ + ∠ 、 

BLM LCM LMC∠ = ∠ + ∠ ， 
故 

180

AKM BLM KCM KMC LCM LMC

ACB KML

∠ + ∠ = ∠ + ∠ + ∠ + ∠
= ∠ + ∠
= °

 

再因 90KML∠ = °、KM LM= ， 
可知若以點M為中心，將三角形 AKM以順時針旋轉90°後，點 K與點 L會重合
且 A、L、B會在同一直線上，且 90AMB KMA LMB∠ = ∠ + ∠ = °，即三角形 ABM
為一直角三角形；再因 AK BL= ，故點 L是直角三角形 ABM斜邊 AB上的中點
而 LM是斜邊 AB上的中線，因此有LM BL= ，即 AK KM= 。 
 
 
 
 
 
 
 
【評分標準】 

� 若利用四邊形 CLMK為正方形的特例解題，
1
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� 若利用旋轉三角形 AKM的方法解題，但未解釋旋轉後 A、L、B為何三點共

線，
5
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5. 某國有 100個城市，任意二個城市之間都有直飛的往返航班，同一航線往返
的票價相同。我希望搭飛機到其它 99個城市旅遊，最後回到原來的城市，並
且使得我行程中平均每一趟搭機的票價不大於所有航班票價的總平均。 
(a) 我是否恆可以達成目的？（三分） 
(b) 如果我只到其它 98個城市旅遊，我是否也恆可以達成目的？（三分） 

【參考解法】 
(a) 不妨將我出發的城市視為一個正 99邊形的中心、其餘 99個城市視為此正 99
邊形的各個頂點。此時由出發的城市往其它的城市航線為通過中心與該頂點

的直線，而其它 99個城市兩兩之間的航線則為對角線與邊。由 99為奇數可
知每一條邊或對角線都恰與一條通過中心與一個頂點的直線垂直，因此可將

所有的航線分成 99組，每一組都恰有一條通過中心與一個頂點的直線及與這
條直線垂直的邊、對角線。而在每一組中，所有的航線都恰經過一個城市一

次，因此設計行程時，可考慮交替使用兩組的航線，而這兩組航線可選擇 99
組航線中，總價最低的兩組航線，此時平均每一趟搭機的票價不大於所有航

班票價的總平均。故我恆可以達成目的。 
(b) 若我原始出發的城市往其他 99個城市票價都是 x，而其它 99個城市彼此之間

的票價都是 y，則所有航線的總票價為 99
299x C y+ ，而我所搭乘的總票價為

2 97x y+ ，即題意所要求的條件為
99
2

100
2

2 97 99

99

x y x C y

C

+ +≤ ，化簡後可得 x y≤ 。

故知若有 x y> 的情況，則我不可能達成目的。 
 
【評分標準】 
(a)  

� 指出不同的路線航行方式總票價可能不同，
1
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� 指出挑選所有的路線航行方式中，總票價最低的路線，
1
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� 說明這樣的路線滿足題意，
2
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� 說明路線如何設計，
3

7
 

(b)  

� 用(a)所設計出的路線刪除一個城市為例而未說明其它路線也無法滿足，
2

7
 

 

 


