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1. 試證：任意的有理數可以表示為
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，其中 a、b、c為整數。 

證：選取 d=a-b。則有 (a3+b3)/(a3+d3)= (a+b)/(2a-b)。  

選取 a=m+n、b=2m-n。得 d=a-b=(m+n)-(2m-n)=2n-m。 

如此 a+b=3m、2a-b=3n，使得 m/n=(a+b)/(2a-b)。，  

若 m、n 為正整數時，要求 a、b、d 為正當且僅當 2m>n、2n>m；即 1/2<m/n<2。  

綜合以上的結果，得知：對於任意的正有理數 x，且 1/2<x<2，則 x 可以表示為(a3+b3)/(c3+d3)，

其中 a、b、d 為正整數。  

對於任意的正有理數 x，可以選擇正整數 p、q 使得 1/2<p3x/q3<2。因此得知： 

p3x/q3=(a3+b3)/(a3+d3)。所以 x=(A3+B3)/(A3+D3)，其中 A=qa、B=qb、D=pd。  

 
2. 設 a、b、c 為互不相同的正整數，使得 2a+2b、2b+2c 和 2c+2a 均為平方數，

試求 a+b+c 的最小可能值。 

證：令 2a +2b = s2，2b + 2c= t 2， 和 2c + 2a=u . 由於 a、b、c 為互不相同的正整數，WLOG, 

令 u> s > t. 則 s2 +  t 2>  u 2  

若 (s, t, u) = (8,10,12) ， 則 a=27、b=5、c=45. 

4 (a + b + c )=s + t +2u 2
= 64+100+144=304. 

 a + b + c = 77 滿足題意。 

由於 4 (a + b + c )=s + t +2u 2 所以求 a + b + c 的最小可能值也就是說求 s + t +2u 2 的最小可能

值。因為 (s, t, u)都是偶數且任何二個數之和一定大於第三個數。 

所以(t-2)2 +  t 2 ≥ s2 +  t 2> u 22 。因此 u ≥ 12 且 t ≥ 10。 

由於(s, t, u) ≠ (2,10,12), (4,10,12), (6,10,12) . 

如果 u ≥ 14， s + t +2u 2  的最小可能值 ≥ 2u 2+ (2u 2 +2) ≥ 196+198 >304。 



 

所以 s + t +2u 2 的最小可能值 為 304, 因此 a + b + c 的最小可能值為 77  

 

3. 下圖是一個 9×9的方格表，及一個由六個 1×1的小方格所組成的“X 形六方

塊”。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

現要將若干個 X 形六方塊放在方格表內(必要時可以將六方塊旋轉)，使得： 
a. X 形六方塊的每個小方格只能沿著方格表的格線放置； 
b. 任意的兩個六方塊互不重疊。 

請確定放置在方格表上的 X 形六方塊數目之極大值，並證明之。 
證：答案是十個十字架。 
無論如何放置十字架，較近正方形的四個頂點中任意一個，必定有四個附近的小方格

不能被任何一個十字架所覆蓋(見下圖)。  

     

所以十字架至多只能覆蓋 9x9-4x4=65 個小方格。由抽屜原理，得知至多只能被[65/6]=10

個十字格所覆蓋。剩下要在 9x9 的正方形放入 10 個十字格，見下圖：  

 
   

 

             

             

             

             

             

             

             

             

             

 



 

4. 設 ABC 是一銳角三角形，由點 A到 BC 的垂足為 D。若角 B 和角 C 的角平分

線分別交 AD 於 E和 F。已知 BE=CF，請證明三角形 ABC 是等腰三角形。 

證：用反證法，假設 AB<AC，因此 BD<CD。若 B'是 B 與直線 AD 的對稱點，則 B'在線

段 CD 之間。  
現要證明 E 不可能在 DF 之間；否則 BE=B'E<CE≦CF而這是個矛盾。所以 E 只能在線段

AF 之間。因此線段 EB'和線段 FC相交於一點 F。而因為 XC 是角 BCA 的角平分線，X 到

AC 和 DC 之距離相同。B'X 亦同時為角 AB'D 之角平分線，因此 X 到 AB'和 DC 的距離相

同。但以上的兩個結論不可能同時成立，因為由 X 到 AC 的垂足必先交 AB'而再交 AC。

這是個矛盾，因此原題目的結論成立，即三角形 ABC 是等腰。 

 


